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Sadriaj —U radu je predloZena vremensko-frekvencijska
distribucija koja poboljSava preciznost procjene trenutne
frekvencije za signale sa Sumom. Ovaj pristup je zasnovan na
kombinovanju i usrednjavanju vremensko-frekvencijskih
distribucija dobijenih koriS¢enjem L formi spektrograma. L
forma spektrograma sa malim vrijednostima parametra L
moZe se okarakterisati velikim biasom i malom varijansom,
dok vece vrijednosti parametra L. uzrokuju smanjenje biasa i
povecanje varijanse. U cilju procjene trenutne frekvencije sa
malom srednjom kvadratnom greskom u prisustvu Suma,
predlozena je kombinovana distribucija zasnovana na
spektrogramima sa razli¢itim vrijednostima L. PredloZeni
pristup je testiran u eksperimentima sa razli¢itim
vrijednostima odnosa signal-Sum.

Kljucéne rije¢i — vremensko-frekvencijska analiza signala,
L forma spektrograma

I. Uvop

Vremensko-frekvencijska analiza se danas primjenjuje u
razli¢itim aplikacijama koje podrazumijevaju prisustvo
nestacionarnih signala, kao S§to su sistemi za obradu
radarskih signala i sonara, komunikacioni sistemi,
multimedijalni sistemi, analiza biomedicinskih signala, i
sli¢no [1]-[4]. Imaju¢i u vidu da razlicite aplikacije
podrazumijevaju  ispunjavanje  razliitih  zahtjeva,
predloZzene  su  razli¢ite  vremensko-frekvencijske
distribucije. One se obi¢no mogu klasifikovati na linearne,
kvadratne i distribucije viSeg reda [1],[5],[6]. Da bi
omogucile tatnu estimaciju trenutne frekvencije,
vremensko-frekvencijske distribucije treba da obezbijede
dobru koncentraciju u vremensko-frekvencijskom domenu.
Naime, vremensko-frekvencijske distribucije treba da §to
je moguce viSe redukuju faktor raspSenja koncentracije u
vremensko-frekvencijskom domenu koji poti¢e od visih
izvoda faze signala. Ovo narocito vaZi u slucaju signala sa
brzo-promjenljivom trenutnom frekvencijom. Shodno
tome, najcesce koris¢ene kvadratne distribucije, kao sto su
spektrogram i Wigner-ova distribucija, nisu pogodne za
analizu i predstavljanje signala sa brzim varijacijama
trenutne frekvencije, ve¢ se tada koriste distribucije viSeg
reda ili distribucije sa kompleksnim argumentom vremena
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[71, [8]. Medutim, sa povecanjem reda distribucije,
povecava se kompleksnost realizacije. Takode, u realnim
aplikacijama signali su obi¢no zahvaceni Sumom, koji
povecava varijansu estimatora trenutne frekvencije i moZze
znaCajno da utie na preciznost procjene trenutne
frekvencije. Uticaj Suma je narocito izraZen u slucajevima
distribucija viSeg reda, koje su znatno osjetljivije na Sum u
poredenju sa kvadratnim distribucijama.

Dakle, mozZzemo zakljuciti da efikasna vremensko-
frekvencijska distribucija treba da obezbijedi dobar
kompromis izmedu biasa i varijanse, te zadrzava
jednostavnost realizacije. Stoga je u ovom radu predloZena
distribucija pogodna za analizu signala zahvacenih
Gausovim Sumom koja kombinuje L forme spektrograma
racunate za razliCite vrijednosti parametra L. L forme
vremensko-frekvencijskih distribucija su predlozene u cilju
poboljsanja koncentracije u vremensko-frekvencijskom
domenu [9], [10]. Povecavajuci vrijednost parametra L,
povecava se koncentracija. Naime, za veée vrijednosti
parametra L smanjuje se bias i povecava se preciznost
procjene trenutne frekvencije. S druge strane, koriS¢enje
vecih vrijednosti parametra L u prisustvu Suma dovodi do
povecanja varijanse, S§to rezultira velikom greSkom
procjene trenutne frekvencije. S aspekta minimizacije
varijanse, poZeljno je koristiti male vrijednosti parametra
L. Stoga je osnovna ideja da se kombinuju spektrogrami sa
razli¢itim vrijednostima parametra L, odnosno da se
obezbijedi bolji kompromis izmedu varijanse i biasa

usrednjavanjem vremenski-promjenljivih spektara
dobijenih za razli¢ite vrijednosti parametra L.
Rad je struktuiran na sljede¢i nac¢in. L forma

spektograma 1 kombinovana usrednjena distribucija
definisane su u Sekciji II. Eksperimentalni rezultati dati su
u sekciji III, gdje su testirane performanse predloZene
vremensko-frekvencijske  distribucije = za  razlicite
vrijednosti odnosa signala i Suma. Zakljucak je dat u
Sekeiji IV.

II. L FORMA SPEKTROGRAMA I KOMBINOVANA
USREDNIJENA DISTRIBUCIJA

Vremensko-frekvencijsko predstavljanje koristi se za
analizu  vremenski-promjenljivih  spektralnih  osobina
nestacionarnih signala. NajceS¢e koriS¢eni vremensko-
frekvencijski pristupi zasnovani su na uvodenju vremenske
zavisnosti u Fourier-ovu analizu koriS¢enjem funkcije



prozora u vremenskom domenu. Na taj je definisana na
primjer kratkotrajna Fourier-ova transformacija u obliku:

STFT (1, )= T x(t+D)w(r)e P dr,

e (H
gdje je x(¢r) signal, dok je w(#) funkcija prozora.
Eenergetska verzija kratkotrajne Fourier-ove

transformacije je spektrogram: SPEC(t,w)=|STFT (t, a))‘2 .
Osnovni nedostatak spektrograma je losa vremensko-

frekvencijska rezolucija za signale sa vremenski
promjenljivom trenutnom frekvencijom.

A. L forma Spektrograma

L forme vremensko-frekvencijskih distribucija uvedene
su kao rjeSenje za poboljSanje koncentracije u vremensko-
frekvencijskom domenu za signale sa nelinearnom
trenutnom frekvencijom. L forme distribucija zasnovane su
na konceptu frekvencijske linearizacije oko posmatranog
vremenskog trenutka ¢.

L forma spektrograma je definisana kao kvadrat modula
L-kratkotrajne Fourier-ove transformacije (L-STFT) [9]:

SpecL(t,@)=|STFT, (1, )" =

I « (t+%j W(T)e_ja”dz'

2
U nastavku su analizirana neka od bitnih svojstava L
forme spektrograma.

Rezolucija L forme spektrograma:

Pretpostavimo da je signal x(#) kratkotrajan i da je u
trenutku /=0 koncentrisan u intervalu Ar—0 . Ukoliko je

prozor w(t) vremsnki ogranicen na interval |t|<T/ 2, tada

je STFT; vremenski ogranicena na |t|<T/ 2L . To znaci da

je njeno trajanje jednako d=T/L. Dalje, ukoliko
posmatramo signal u obliku:
x(t)=e 1! (3)
tada je:
STFT, (t,0)=W (-, )e'-! “

gdje je W(w) Fourier-ova transformacija funkcije prozora
w(f). Na primjer, Sirina Fourier-ove transformacije
pravougaonog prozora je D=4z/T. Stoga je proizvod
trajanja d i D jednak dD=4z/L. Povecavajuci vrijednost
parametra L u okviru L-STFT, proizvod trajanja d i D
(koji figuriSu u okviru principa neodredenosti) moZe
postati proizvoljno mali, $to znaci da se moZe posti¢i
proizvoljno velika rezolucija u oba pravca istovremeno

[9].

Faktor rasprsenja koncentracije:

Za signal u obliku x(t)=Aej¢(t), vremensko-

frekvencijska distribucija predstavljanje obezbjeduje
energetsku koncentraciju duZ trenutne frekvencije, Sto se
moZe zapisati u sljedec¢em obliku:

TFR(t, 0)=27A>8(— (1)%, FT {7007}, W (@), 5)

gdje je Fourier-ova transformacija oznacena sa FT, dok
funkcija Q(¢,7) naziva faktor rasprSenja koncentracije

oko trenutne frekvencije. Ovaj faktor sadrZi razlicite
izvode viSeg reda faze ¢@(¢) i zavisi od vremensko-

frekvencijske distribucije. Optimalna distribucija za
odredeni signal treba da bude skoncentrisana oko trenutne
frekvencije sa najmanjim mogucim rasprSenjem. Faktor
rasprSenja koncentracije za L formu spektrograma moZe se
definisati kao:

A¢:Z ¢ (t)T

s—1
s=2 \L ) ©6)

Dakle, mozemo =zakljuciti da za velike vrijednosti
parametra L uticaj viSih izvoda faze znacajno opada.

B. Kombinovana usrednjena distribucija

Kako bi obezbijedili kompromis izmedu opre¢nih
zahtjeva za malim biasom i istovremeno za malom
varijansom, u slucajevima signala zahvaéenih Sumom,
moze se definisati distribucija koja predstavlja usrednjenju
kombinaciju viSe spektrograma racunatih sa razli¢itim
vrijednostima parametra L:

K
MSpecL(t, a)):% Z SpecLy (t, @) @)
L=l

gdje je SpecL; =SpecL za L=L,. Eksperimentalno se
pokazuje da K<6 obezbjeduje zadovoljavajuce rezultate za
procjenu trenutne  frekvencije signala sa  brzo-
promjenljivom faznom funkcijom, a $to se vidi i u primjeru
u Sekciji III.

Trenutna frekvencija se
relacije:

moZe estimirati na osnovu

Z)(t)zarg{max(MSpecL(t,a)))}, ®)
@=Q



SL. 1: a) MSpecL, b) SpecL, L=1, ¢) SpecL, L=2, d) SpecL, L=3, e) SpecL, L=4, f) SpecL, L=5, g) SpecL, L=6 (SNR=15dB)

gdje Q={a): 0£|0)|<7[/(2T)} predstavlja osnovni interval

duz frekvencijske ose.

U cilju ilustracije predloZenog pristupa, jedan primjer je
prikazan u okviru SI. 1. Spektrogrami su raCunati za L;
=1,2,..,6, tj. za K=6. Posmatrani signal je dat u obliku:

x(t)ZAej(3/4COS(4m)+2/3Cos(m))+£(t) ) )

gdje je (t) kompleksni bijeli Gauss-ov Sum.

Rezultuju¢a usrednjena distribucija prikazana je na slici
l.a. Individualni spektrogrami, racunati za vrijednosti
Li=1,...,6, prikazani su redom na Sl. 1.b-g.

Primijetimo da je za slucajeve Li=1 1 L=2
karakteristi¢an velik bias, dok je u slucajevima L;=4 i
L,=5, bias mali ali je varijansa znacajno veca. Srednje
kvadratne greske estimacije trenutne frekvencije za
individualne spektrogram i predloZenu usrednjenu
distribuciju date su u Tabeli 1. Primijetimo da predloZena
distribucija obezbjeduje znacajno manje greske procjene
trenutne frekvencije u odnosu na sve zasebne L forme
spektrograma.

III. EKSPERIMENTALNI REZULTATI

U primjeru je testirana efikasnost procjene trenutne
frekvencije za razli¢ite vrijednosti odnosa signala i Suma.
Signal je dat u obliku:

x(t):Aej(3/4cos(47rt)+2/3cos(m)) +e(t) (10)

dok su razmatrane distribucije za slucaj posmatranog
signala prikazane na Sl. 1, za odnos signala i Suma
SNR=18dB.

Na Sl 2 prikazan je izgled predloZene vremensko-
frekvencijske distribucije za signal bez Suma (Sl. 2a) i za
signal u Sumu, za razli¢ite vrijednostima odnosa signala i
Suma (SNR). Primijetimo da varijansa raste sa povecanjem
vrijednosti SNR, te dovodi do povecanja greske prilikom
procjene trenutne frekvencije signala.

Za svaki od spektrograma SpecL (sa razli¢itim
vrijednostima parametra L) koji ucestvuju u formiranju
usrednjenog spektrograma MSpecL raCunata je srednja
kvadratna greska procjene trenutne frekvencije (Tabela 1).
Srednje kvadratne greske za MspecL date su u posljednjem
redu tabele.

120
100

20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

120
100
80 8"
0l 8
40
20

20 40 60 80 100 120
c) d

20 40 60 80 100 120

SL. 2. a) MspecL bez suma, b) MspecL za SNR=24 dB, c¢)
MspecL za SNR=18 dB, d) MspecL za SNR=12 dB



TABELA 1: SREDNJE KVADRATNE GRESKE (MSE) PROCJENE

TRENUTNE FREKVENCIE
SNR 24dB | 18dB | 12dB
SPECL, L=1 | 46 476 |48
SPECL, L=2 | 18.7 30 34.6
SPECL,L=3 | 8.1 12.2 14.8

SPECL,L=4 |34 5.5 20
SPECL,L=5 |14 5.3 54
SPECL,L=6 |2 4.1 193
MSPECL 0.6 0.8 1.6

Iz Tabele 1 moZemo primijetiti da za sve vrijednosti
SNR, MSpecL obezbjeduje malu gresku, uvjek znatno
manju od greSaka za pojedina¢ne spektrograme.

IV. ZAKLIUCAK

U radu je predloZena forma distribucije bazirana na L-
spektrogramima koja omogucava poboljSanje tacnosti
estimacije trenutne frekvencije za nestacionarne signale sa
vremenski-promjenljivom funkcijom faze. Usrednjavanjem
odredenog broja L-spektrograma za razli¢ite vrijednosti
parametra L, predloZena distribucija obezbjeduje dobar
kompromis izmedu biasa i varianse estimatora u prisustvu
Gauss-ovog Suma. Ona obezbjeduje i male srednje
kvadratne greske estimacije trenutne frekvencije signala sa
Sumom c¢ak i u slu¢aju brzih varijacija trenutne frekvencije.
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ABSTRACT

Abstract —A time-frequency approach for improved
instantaneous frequency estimation of a noisy signal has
been proposed. This approach is based on a time-
frequency distribution obtained by averaging the L-
spectrograms. The spectrogram with lower values of
parameter L produces large bias and low variance, while
higher L decreases bias and increases the variance of
instantaneous frequency estimation. In order to provide
low mean square error of the instantaneous frequency
estimation, the averaged L-spectrogram based distribution
is proposed leading to the better bias-variance
compromise. The proposed approach has been tested on a
noisy synthetic signal for with different values of signal to
noise ratio.
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