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Sadrzaj: U radu je predstavljen metod za rekurzivno racunanje diskretne Short Time Fourier-ove
transformacije. Izvrsena je analiza numericke sloZenosti klasicnog postupka za proracun ove
transformacije primjenom brzih algoritama za racunanje Diskretne Fourier-ove transformacije,
kao i analiza numericke slozenosti predlozenog rekurzivnog postupka. Sprovedena je analiza
vrijednosti koraka pomjeranja prozora za koje postoji usteda u broju operacija pri korisé¢enju
predlozenog metoda, i ilustrativno predstavljena procentualna usteda u broju operacija za slucaj
prozora Sirine 1024 odbirka. Takode, u radu su prikazani numericki rezultati analize greske koja
nastaje zbog rekurzivne prirode uvedenog postupka.

Abstract: A method for recursive calculation of discrete Short Time Fourier is presented.
Numerical complexity analysis of classic Short Time Fourier transform calculation via fast
Fourier Transform algorithms is performed along with numerical complexity analysis of proposed
method. Analysis of the computational savings versus time-shift of the analysis window is
performed, and percentage savings for window width of 1024 samples is presented. Numerical

results for numerical error caused by proposed recursive method are also presented.

1. UvVOD

Fourier-ova transformacija (FT) [3-6] je pogodna za
analizu signala &iji se spektralni sadrzaj ne mijenja tokom
vremena (stacionarni signali), ali ona ne daje nikakvu
informaciju o trenucima pojavljivanja i trajanju komponenti u
slu¢aju signala ¢iji je spektralni sadrzaj vremenski
promjenljiv (nestacionarni signali). Takode, u slucaju
multikomponentnih signala [1,2,8] FT ne moze dati
informaciju o $irini spektra njihovih pojedinih komponenti.
Ova ogranicenja dovela su do razvoja vremensko-
frekvencijske (TF) analize signala. Ona obezbjeduje brojne
tehnike i alate za analizu i obradu signala u vremenskom i u
frekvencijskom domenu istovremeno.

Jedna od najcesce koris¢enih TF reprezentacija signala je
tzv. Short Time Fourier-ova transformacija (STFT) koja
spada u klasu linearnih transformacija [1,2,7,8]. Definisana je
sljede¢im izrazom:

STFT (t,w) = T X(t+7)W (r)e " dr (1)

Funkcija w(z) predstavlja funkciju prozora. Razlikujemo

razlic¢ite vrste funkcija prozora: pravougaoni, Hanning-ov,
Hamming-ov, Gausov, Balckman-ov itd. Funkcija prozora
omogucava odsijecanje signala oko datog trenutka t,
odnosno njegovu lokalizaciju u vremenskom domenu, nakon
cega se nalazi FT odsjeCenog signala. Zatim se prozor
pomjera na naredni trenutak i navedeni postupak se ponavlja.
Time se za svaki trenutak vremena dobija spektralni sadrzaj
signala, ¢ime se dobija  vremensko-frekvencijska
reprezentacija signala. Kvadratni moduo STFT naziva se

spektrogram 1 on spada u klasu cCesto upotrebljavanih
kvadratnih TF reprezentacija (distribucija).

Za numeri¢ke proracune neophodna je diskretizacija
izraza (1). Diskretna forma STFT data je sa:

N/2-1 —i%%m
STFT(n,k)= > x(n+m)w(m)e " (2)
m=-N/2

gdje N predstavlja duZinu funkcije prozora u diskretnom
vremenskom domenu.

Izraz (2) moze se racunati kori§¢enjem algoritama za brzo
ra¢unanje Diskretne Fourier-ove transformacije (DFT)
poznatih kao FFT (Fast Fourier Transform) [3-6], imajuéi u
vidu da se moze predstaviti na sljedeé¢i nacin [1,7]:

STFT(n,k) = DFT {x(n+m)w(m)} (3)

Diskretna Fourier-ova transformacija definiSe se na
sljede¢i nacin:

N-1 ”
x(n)e
=0

X (k) = = DFT, {x(n)} (4)

>

gdje N predstavlja broj tacaka u kojima se ra¢una DFT.
llustrativan primjer algoritma za brzo raunanje DFT je i
,Decimation in frequency“. Ako se FFT rauna u N =2"
tacaka, tada se po ovom algoritmu ovaj DFT razbija na dva
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od N/2 ¢lanova, jedan za parne indekse frekvencije, k =2r
i drugi za neparne, k = 2r +1, odnosno:

X (2r) =DFT,,{x(n)+x(n+N/2)}

—j2zn/N (5)
X(2r+1) =DFT, ,{x(n)—x(n+N/2)}-e

a zatim se ove razbijaju na DFT od N/4 ¢lanova itd. Tako

se pocetna DFT od N ¢lanova dijeljenjem na pola u m koraka

razbija u potpunosti do elementarnog mnozenja i sabiranja.

STFT se moze raCunati za svaki diskretni trenutak
vremena n u slucaju signala velike nestacionarnosti, dok se
kod relativno stacionarnih signala, odnosno signala kod kojih
su varijacije frekvencije u vremenu dosta male unutar
koris¢enog prozora, STFT moZe raCunati nakon svakih |
odbiraka, gdje je | pozitivan cio broj. Ako se STFT racuna u
trenutku n, tada je sljede¢i trenutak u kojem se ona racuna
n+1. Ovakav pristup se ¢esto primjenjuje u praksi.

lako izraz (3) omogucéava racunanje STFT primjenom
brzih algoritama za DFT, u slu¢aju tzv. real-time aplikacija,
gdje je neophodno da se rezultati proracuna dobijaju na
najbrzi mogudi nacin, postoji motivacija za uvodenje metoda
za ubrzavanje raCunanja STFT. Jedan pristup ovoj
problematici je rekurzivni metod [2,4]. Rekurzivno racunanje
STFT bitno je sa stanovista hardverske implementacije ove, i
nekih drugih vremensko-frekvencijskih reprezentacija. Cilj je
smanjiti numeri¢ku kompleksnost izraza (3), to jest ukupnog
broja operacija potrebnih za njegovo racunanje.

2. REKURZIVNI METOD ZA RACUNANJE STFT

U literaturi je poznato [2,4,9,10] da je izraz (2) u slucaju
jediniénog pravougaonog prozora W(m) duzine N odbiraka
ekvivalentan sljede¢em izrazu:

N N K 5j27k/IN
STFTR(n,k)_{x(n +?—1)—x(n—?—1)}(—1) e + ©)

+STFT (n—1,k)e/2™/N

Za rafunanje STFT u trenutku n Koristi se STFT
izracunata u trenutku n-1, kao i dva odbirka signala u
trenucima n+N/2-1in-N/2-1.

U slu¢aju da funkcija prozora w(m) predstavlja Hanning-
ov, Hamming-ov ili Blackman-ov prozor, STFT se moze
izracunati pomo¢u STFT dobijene za pravougaoni prozor na
sljedeéi nacin:

STFT(n,k) =a,STFT,(n,k) +
+8,STFT, (N, k -1) +
+a,STFT, (n,k +1)
gdje su koeficijenti:
(a,,a,,8)=1(0.25,0.5, 0.25)
(a,.a,,8)=(0.23, 027, 0.23)
(a,,a,,8) =(0.04, 0.25, 0.42, 0.25, 0.04)

dati za Hanning-ov, Hamming-ov i Blackman-ov prozor
respektivno.

Spomenuta analiza odnosi se na rekurzivno racunanje
STFT za svaki uzastopni trenutak n, gdje je naredni trenutak
datsa n+1, gdje je 1 =1.

Neka je sada | pozitivan cio broj koji predstavlja korak po
vremenskom indeksu n. STFT treba racunati u trenucima
n+1. Cilj je do¢i do relacije ekvivalentne relaciji (6) koja ¢e
omoguciti rekurzivno racunanje ovakve STFT. Potrebno je
pokazati i za koje vrijednosti koraka | ima smisla racunati
STFT na ovaj nadin, to jest, kolika je maksimalna vrijednost
koraka za koju postoji uSteda u numerickoj kompleksnosti
koris¢enjem rekurzivnog pristupa za racunanje STFT, u
odnosu na njeno ra¢unanje primjenom FFT algoritama.

Izraz (2), u slucaju jedini¢nog pravougaonog prozora
w(m) mozemo napisati na sljedeci nacin:

N/2-1-1 2r

STFT (n,k) = x(n+m)e JNkm+
m=—N/2-I
N/2-1 7j2—”m
+ x(n+m)e N —
m=N/2-I
-N/2 Y
x(n+m)e N

m=-N/2-I

Uvodenjem smjene: m, =m-+| u prvoj sumi, smjene
m =m—N/2+I1 udrugoj sumi i smjene m =m+N/2+I
u trecoj dobija se:

N2t 27k (m 1)
STFT(n,k)= > x(n—-l+m)e N +
m=—N/2
-1 ~i2Zk(m+NT2-1)
+> x(n+m —1+N/2)e N -
m; =0
1-1 27
=S x(n+m —1-N/2)e v

m; =0

gdje prva suma predstavlja STFT racunatu u trenutku n—1I,

pomnoZena sa ¢lanom el2™/N

do formule:

, §to nakon sredivanja dovodi

STFT(n,k) = !>/ {STFT (n—1,k) +

1-1 2z

A=) e PN S xam-14N/2e N - ()
m=0
-1 ~i%%m
=Y x(n+m-1-N/2)e N
m=0

Izraz (7) pokazuje da je STFT u trenutku n moguce
raunati pomoc¢u STFT racunate u trenutku n—1 i dodatnih
2l odbiraka signala x(n). MozZe se uociti da se za | =1
formula (7) svodi na formulu (6).
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3. ANALIZA BROJA RACUNSKIH OPERACIJA

Napravimo analizu numeri¢ke kompleksnosti izraza (3).
Oznadimo sa T, broj operacija za N odbiraka signala

(odnosno prozora). Pretpostavimo da je N =2", gdje je m
pozitivan cio broj. llustracije radi, pretpostavicemo da se
diskretna Fourier-ova transformacija, za posmatrani trenutak
n raCuna primjenom brzog algoritma "Decimation in
frequency" ¢iji je princip opisan u uvodu, Koji za posmatrano
N koje je stepen dvojke radi jako brzo. U jednom stepenu
FFT-a imamo N sabiranja. MnoZenje signala sa jedini¢nim
pravougaonim prozorom moze se zanimariti u analizi broja
operacija. Takode, mnozenja sa ¢lanovima 1 i -1 takode
mozemo zanemariti u nasoj analizi. Zato ¢emo smatrati da je
tokom date iteracije (za dati trenutak n) potrebno uraditi
N/2-1 mnozenja. PoSto se DFT sa N ¢lanova razbija na
dva DFT-a sa N/2¢lanova, ukupan broj operacija u jednoj
iteraciji bi¢e jednak:

Ty =2T,, +N+N/2-1 (8)

Rjesavanje dobijenog rekurzivnog problema dovodi nas
do sljedeceg broja racunskih operacija potrebnih za racunanje
STFT u jednom trenutku n, pomoc¢u DFT primjenom brzih
algoritama:

T - N(glogz N—1)+1 )

Sada je potrebno naéi numericku kompleksnost
predloZene rekurzivne formule (7). MozZe se uoditi da je u
jednoj iteraciji postoji N -l operacija za jednu sumu od |
¢lanova, isto toliko operacija za drugu sumu od | ¢lanova, kao
i N mnoZenja eksponencijalnog ¢lana e!*™'™ sa STFT
raCunatom u trenutku n—1. Dodatno, neopodno je odraditi
2N sabiranja (odnosno oduzimanja) samih suma. Dakle,
ukupan broj operacija potreban za rafunanje izraza (7) za
posmatrani trenutak n iznosi:

T, =1 +3)N (10)

Sada nadimo vrijednost koraka | za koju ¢e postojati
usteda u broju operacija dat izrazom (10) za raunanje izraza
(7) u odnosu na broj operacija dat izrazom (9). Dobija se da
uSteda u broju operacija predlozenim metodom postoji
ukoliko korak u vremenu | zadovoljava sljedeci uslov:

| <%Iog2 N-2 (11)

Za razliite vrijednosti $irine prozora N u tabeli 1. date su
maksimalne vrijednosti koraka | za koje postoji uSteda u
broju operacija.

U tabeli 2. predstavljena je procentualna uSteda u broju
racunskih operacija primjenom uvedene formule, za Sirinu
prozora N =1024 odbirka. Uo¢avamo da za vece vrijednosti
koraka | usteda u broju operacija postaje sve manja, zato $to
sume od | ¢lanova u formuli (7) postaju sve vece, to jest,
neophodno je izvrSavati sve vise sabiranja u svakoj iteraciji.

N Imax
128 3
256 4
512 4

1024 5

Tabela 1. Maksimalne vrijednosti koraka | za koje postoji
usteda u broju operacija primjenom predlozenog rekurzivnog
metoda u zavisnosti od duZine prozora u STFT.

N=1024
dobitak
64.29%
50%
35.71%
21.43%
7.14%

OB IWIN =

Tabela 2. Procentualni dobitak u broju operacija
primjenom predloZenog rekurzivnog metoda u odnosu na broj
operacija direktnom primjenom FFT-a za ra¢unanje STFT

x 107 a)
6 T © M
41 i
=
T
2 |- -
o . . . .
0 2 4 6 8 10
n x 10
x 107 b)
1 - .
. M
(= | -
Sos
o .
0 2 4 6 8 10
n x 10"

Slika 1. Numericka greska koja nastaje pri raunanju STFT
po predloZzenom rekurzivnom postupku. Posmatrani signal je:
a) bijeli Gauss-ov $um, b) sinusoidalno frekvencijski
modulisan signal kome je dodat Sum analiziran pod a).

4. ANALIZA GRESKE USLJED REKURZIJE

Numericki eksperimenti pokazali su da greska koja se
akumulira zbog rekurzivne prirode formule (7) ima jako male
vrijednosti i linearno raste sa brojem iteracija, §to zna¢idaiu
slucaju signala jako velike duzine postoji opravdanost za
koris¢enje predlozenog rekurzivnog metoda. Ovo ¢e biti
ilustrovano sa nekoliko primjera.
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Posmatra¢emo signal s(n) koji predstavlja kompleksni

bijeli Gausov Sum od 100000 odbiraka, pri ¢emu su varijanse
realnog i kompleksnog dijela jednake jedinici. Realni i
imaginarni dio ovog Suma su statistiCki nezavisne veli¢ine.
Uzeto je da je prozor Sirine N =128 odbiraka, a korak 1=3.
Greska se racuna kao srednja vrijednost kvadrata modula
razlike izmedu STFT(n,k) racunate po formuli (3) i

STFT,

rek

(n,k) racunate po formuli (7), odnosno:

e(n) = E[| STFT (n,k) - STFT,, (n,k) [*] (12)
Na slici 1. pod a) prikazana je greSska iz opisanog
eksperimenta.

Na slici 1. pod b) prikazana je greska e(n) za signal
x(n) = s(n) +exp(5000 jsin(2zn/20000)) , pri cemu je s(n)
kompleksni sum istih Kkarakteristika kao u prethodnom
eksperimentu. U oba slu¢aja uocava se linearni karakter rasta
greske, dok je njena maksimalna vrijednost reda 1072,

5. ZAKLJUCAK

U radu je predstavljena rekurzivha formula koja
omogucava brzo racunanje STFT sa fiksnim korakom izmedu
trenutaka u kojima se proracun vrsi. U literaturi je poznata
formula koja omogucava rekurzivno raCunanje za svaki
uzastopni trenutak n odnosno za | = 1. PredloZeni rekurzivni
metod se za vrijednost koraka 1 svodi na ovu formulu. Cilj
uvodenja ovakvog postupka je smanjenje broja operacija
neophodnog za numericke proracune STFT S§to je krucijalno
u real-time aplikacijama. Racunanje STFT sa korakom
pomjeranja prozora u vremenu koji je ve¢i od 1 je pristup koji
se Cesto koristi u praksi.

U radu je pokazano za koje vrijednosti koraka | postoji
usteda u broju operacija u zavisnosti od duzine funkcije
prozora. Takode je pokazano kolika je procentualna usteda za
prozor duzine 1024 odbirka primjenom predlozenog metoda,
u odnosu na klasicno racunanje STFT primjenom FFT
algoritama. U radu su predstavljeni i numericki rezultati
analize greske koja nastaje usljed rekurzivne prirode
postupka, i pokazano je da se ova greSka karakteriSe
linearnim rastom, i da ¢ak i u slucaju signala velike duzine
zadrzava zanemarljivo male vrijednosti.
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