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Izvod teze

Vremensko-frekvencijska analiza predstavlja bitnu i sve viSe primjenjivanu oblast
obrade signala. Veliki broj metoda i transformacija koji su razvijeni i koji se i danas
razvijaju svjedoce o znacaju i zanimljivosti tema ove naucne oblasti.

U tezi su izlozeni rezultati istrazivanja u ovoj oblasti, koji obuhvataju rekurzivni
metod za proracun kratkotrajne Fourier-ove transformacije, algoritam za estimaciju
periode micro-Doppler-a, i predlog reprezentacije viseg reda koja poboljsava koncetraciju
odredenih klasa signala, u odnosu na postojece metode. Predstavljen je metod za
rekurzivnu realizaciju predlozene reprezentacije viseg reda. Razmatrani problemi otvaraju
brojne mogucnosti za dalja istrazivanja i budu¢e nauc¢ne doprinose.

Rezultati istrazivanja izlozeni su kroz pet glava i zakljucak.

U prvoj glavi predstavljeni su neki opsti teorijski koncepti obrade signala, sa
akcentom na klasifikaciju signala i Fourier-ovu analizu. Nakon toga, u drugoj glavi
su izlozeni osnovni koncepti vremensko-frekvencijske analize i aktuelni problemi, kroz
analizu kratkotrajne Fourier-ove transformacije, Wigner-ove distribucije i S-metoda, kao
reprezentativnih primjera vremensko-frekvencijskih transformacija prvog i drugog reda.

U sljedetoj glavi predstavljen je predlozeni metod za racunanje kratkotrajne
Fourier-ove transformacije rekurzivnim putem za sluc¢aj kada se numericki prora¢un ne vrsi
u uzastopnim vremenskim trenucima. IzvrSena je analiza uslova pod kojima poboljsanje
postoji u odnosu na klasi¢ni proracun, i analiza greske usljed rekurzije.

Cetvrta glava odnosi se na algoritam za procjenu periode micro-Doppler-a primjenom
vremensko-frekvencijske analize. Predstavljeni su primjeri uspjesne estimacije periode i
izvrSena je analiza numericke slozenosti algoritma realizovanog primjenom rekurzivnog
metoda iz trece glave teze.

Peta glava sadrzi teorijsku analizu i primjere vezane za predlozenu reprezentaciju viseg
reda izvedenu na bazi aproksimacije prvog izvoda faze, koja poboljsava koncentraciju
giroke klase signala. Predlozen je rekurzivni pristup njene realizacije, uz upotrebu
koncepta ograni¢enih konvolucija u cilju smanjenja pojave kros-¢lanova u analizi

multikomponentnih signala. Zakljucak objedinjuje osnovne rezultate teze.



Abstract

Time-frequency signal analysis is an important field of signal processing which is
increasingly applied in practice. A large number of methods and transformations which
were developed and which are still developing prove the significance and the interest of
topics in this field of science.

The thesis presents the results of research in this field, which include a recursive
method for calculating short-time Fourier transform, an algorithm for micro-Doppler
period estimation, and a proposal of a higher order representation which improves the
concentration of certain classes of signals, comparing with existing methods. A method
for recursive realization of the proposed higher order representation is also presented.
Considered issues open numerous opportunities for further research and future scientific
contributions.

The research results are presented through five chapters and a conclusion.

The first chapter provides some general theoretical concepts of signal processing,
with the main emphasis on the classification of signals and Fourier analysis. The
second chapter presents basic concepts of time-frequency analysis and current problems,
through the analysis of short-time Fourier transform, Wigner distribution and S-method
as representative examples of time-frequency transformations of first and second order.

The next chapter presents the proposed method for calculating short-time Fourier
transform in a recursive manner, for the case when the numerical calculations are not
performed in successive time instants. The analysis of the conditions under which there
is an improvement comparing with the classical calculation, and analysis of errors due to
recursion is presented.

The fourth chapter concerns the algorithm for estimating the periods of micro-Doppler
by using time-frequency signal analysis. Examples of successful periods estimation and
the experimental results of SNR analysis are also presented.

The fifth chapter contains theoretical analysis and examples related to the proposed
higher-order representation based on the signal first phase derivative estimation, which
improves the concentration for a large class of signals. A recursive realisation of the
proposed representation is developed, in order to suppress cross-terms and decrease its

numerical complexity. Conclusion combines basic results.
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Uvod

Digitalna obrada signala se kao naucna oblast razvija veoma intenzivno u toku
proteklih 40 godina, prate¢i razvoj racunarske tehnike i digitalnog hardvera. Svoj
intenzivni razvoj digitalna obrada signala duguje i moguénosti softverske implementacije
njenih tehnika i metoda, $to znacajno pojednostavljuje njenu prakticnu primjenu, i
omogucava ubrzano usavrsavanje postojecih i razvijanje novih tehnika i metoda.

Brojna ogranicenja u analizi i obradi nekih c¢esto zastupljenih klasa signala,
zasnovanim na klasi¢nim tehnikama primjene Fourier-ove transformacije, dovode do
razvoja vremensko-frekvencijske analize. Moguénosti i prednosti koje nude tehnike i alati
vremensko-frekvencijske analize u mnogim prakti¢cnim problemima stavljaju ovu oblast
u fokus brojnih istrazivanja tokom proteklih decenija. Danas vremensko-frekvencijska
analiza spada u klasu veoma atraktivnih oblasti obrade signala sa stanovista
istrazivanja. Samo neke od primjena vremensko-frekvencijske analize uklju¢uju obradu
radarskih, biomedicinskih, seizmickih, zvuénih i video signala, redukciju interferencija u
komunikacionim sistemima, detekciju deterministickih signala, digitalni watermarking itd.

U narednoj glavi bi¢e razmatrani osnovni koncepti obrade signala u analognom i
diskretnom domenu, njenih tehnika, alata i njihovih osobina. Posebna paznja bice
posvetena Fourier-ovoj transformaciji kao jednom od najbitnijih matematickih aparata
koris¢enih u ovoj nauc¢noj oblasti. Fourier-ova transformacija je polazna tacka i sustinski
element brojnih transformacija i reprezentacija vremensko-frekvencijske analize, buduci
da ona omogucava prevodenje signala iz vremenskog u frekvencijski domen.

Imaju¢i u vidu da u analizi i obradi u praksi veoma zastupljenih nestacionarnih
signala klasi¢cna Fourier-ova transformacija ne daje rjesenja za brojne probleme,
vremensko-frekvencijska analiza se prirodno namece kao neophodan koncept u obradi
signala. Do danas su razvijene brojne vremensko-frekvencijske reprezentacije, od kojih
svaka u odnosu na postojece nudi odgovarajuce prednosti i poboljsanja za odredene klase
problema i za odredene uslove njihove primjene. Uporedo sa tim, ¢esto novonastalo
poboljsanje znaci i gubitak performansi gledano kroz prizmu nekih drugih kriterijuma
kvaliteta reprezentacija, a veoma cCesto i smanjenje primjenljivosti za druge klase
problema, u odnosu na postojece alate. Medutim, nijedan postoje¢i alat ne daje rjesenja
za sve probleme koji su otvoreni u ovoj kompleksnoj oblasti.

U daljem izlaganju ¢e biti analizirani osnovni koncepti vremensko-frekvencijske



analize: razlozi za uvodenje, fundamentalni problemi i postojeta rjesenja, analiza
dvije osnovne i Cesto zastupljene reprezentacije kao i metoda koji objedinjuje njihove
prednosti a istovremeno minimizije njihove nedostatke, analiza njihovih svojstava i njihova
komparativna analiza. Poseban akcenat bi¢e stavljen na problematiku koncentracije
signala u vremensko-frekvencijskoj ravni, pojavu kros-komponenti i na njihovu numericku
implementaciju.

Numericki proracuni vremensko-frekvencijskih reprezentacija tijesno su povezani sa
njihovom prakticnom primjenom, pa C¢e stoga posebna paznja u cetvtoj glavi biti
posvectena i ovoj problematici. Bice rijeci o tehnici koja unosi odredena poboljsanja
sa stanovista numericke kompleksnosti prora¢una. Primjena vremensko-frekvencijske
analize u rjeSsavanju konkretnih problema bice ilustrovana kroz algoritam za
procjenu periode micro-Doppler-a.  Nakon identifikacije problema zastupljenih u
vremensko-frekvencijskoj analizi, i postavljanja nekih glavnih kriterijuma za ocjenu
kvaliteta vremensko-frekvencijskih reprezentacija i tehnika, stvorena je i podloga za
uvodenje reprezentacije viseg reda definisane na bazi estimacije prvog izvoda faze signala
(trenutne frekvencije). Ona ¢e biti analizirana u petoj glavi.

Teorijska analiza ¢e biti potkrijepljena eksperimentalnim rezultatima, kroz koje ¢e biti

potvrdena poboljsanja koje predlozene tehnike uvode u odnosu na postojece.



Glava 1
Uvod u obradu signala

Signal predstavlja fizicki proces kojim se prenosi informacija i matematicki se moze
interpretirati funkcijom jedne ili vise varijabli. Tako se zvué¢ni signal moze predstaviti
funkcijom ¢ija je nezavisno promjenljiva vrijeme, dok se slika moze predstaviti funkcijom
koja zavisi od prostornih koordinata. Budu¢i da se danas mnogi procesi, na primjer
zvucni talas ili vizuelni dozivljaj mogu konvertovati u ekvivalentnu elektromagnetnu formu
- struju ili napon, ekvivalentnu u smislu da njene promjene u vremenu i/ili prostoru
odgovaraju sadrzaju informacije koju reprezentuje, a $to se u praksi i radi zbog brojnih
pogodnosti koje takva forma pruza, najceste se podrazumijeva ovakav oblik signala.

Matematicki modeli pruzaju moguénost generisanja, kao i analize i obrade signala
u svrhu poboljsanja njegovog kvaliteta, filtriranja i otklanjanja Suma, kompresije,
njegove konverzije u oblik pogodan za prenos odgovarajuc¢im sistemima, skladistenje itd.
Matematicko modeliranje signala intuitivno je jasan i fizicki opravdan pristup: na primjer,
ako se radi o procesima koji se odvijaju vremenu i/ili prostoru, logi¢no je predstavljati
njihove karakteristike kao zavisnost od ovih parametara, pa je tako cesto od interesa
predstaviti kako se mijenja amplituda audio signala tokom vremena ili kako se mijenja
osvjetljaj digitalne slike u prostornim koordinatama. Bogatstvo matematicke aparature
otvara i velike mogué¢nosti za obradu. Treba napomenuti da se i sistemi u kojima signal
nastaje, kojima se prenosi i uopste sa kojima stupa u interakciju takode matematicki
modeluju.

Oblasti primjene obrade signala danas su veoma brojne i raznovrsne, a medu njima bice
spomenuta primjena u telekomunikacijama, industriji (upravljanje procesima), akustici,

medicini, geodeziji, astronomiji, mikroskopiji, vazduhoplovstvu itd.

1.1 Signali i klasifikacija signala

Za izdvajanje informacija iz signala potrebno je primijeniti nad njima odgovarajuéu
matematicku aparaturu. Metod koji ¢e biti koris¢en kao i uspjesnost pojedinih metoda za

analizu i obradu zavisi od osobina samog signala. Stoga se kao prvi korak u analizi signala



namece njihova klasifikacija. U zavisnosti od toga da li je signal funkcija jedne ili vise
nezavisno promjenljivih, moze se govoriti o jednodimenzionim i visedimenzionim signalima
[1]-[12]. Tako muzi¢ki signal predstavlja primjer jednodimenzionog, dok slika predstavlja
primjer dvodimenzionog signala. U daljem izlaganju podrazumijevace se jednodimenzioni
signali, gdje je nezavisno promjenljiva vrijeme. Vrijednost koja se pridruzuje nezavisno
promjenljivoj moze biti realan ili kompleksan broj, pa u tom smislu razlikujemo realne i
kompleksne signale.

Nezavisno promjenljiva moze biti kontinualna ili diskretna, pa se zato moze govoriti
o analognim (kontinualnim) ili diskretnim signalima (slika 1.1) [1]-[12]. Kod prvog tipa
vrijednosti signala variraju kontinualno tokom vremena (nezavisno promjenljive), dok
su kod drugog tipa vrijednosti definisane samo za tatno odredene vrijednosti nezavisno
promjenljive (koje su najcesée ekvidistantno rasporedene), pa u tom slucaju signali
predstavljaju sekvence brojeva konacCne preciznosti. Informacije koje se predstavljaju
jednim ili drugim tipom signala, pod uslovom zadovoljenja odredenih uslova, mogu
biti potpuno ekvivalentne. Budu¢i da diskretne promjenljive obuhvataju konacan
skup vrijednosti, za razliku od kontinualnih koje ih imaju beskona¢no mnogo, vet se
nagovjestavaju brojne prednosti koje moze pruziti diskretna forma. Tako se mnogi signali
od prakticnog interesa pojavljuju kao analogni, oni se cCesto digitalizuju, odnosno na
odredeni nac¢in konvertuju u sekvence brojeva.

Striktno matematicki govoreci, kontinualni signal predstavlja preslikavanje skupa
realnih brojeva R (ili nekog njegovog povezanog podskupa) na skup kompleksnih brojeva
C, odnosno, x : t — z(t). Jasno je da se, ukoliko se preslikavanje vrsi na skup realnih
brojeva, govori o realnim signalima [11]. Diskretni signal se modeluje preslikavanjem
skupa cijelih brojeva Z na skup kompleksnih brojeva C, to jest = : n — x(n).

Veoma znacajnu ulogu imaju diskretni signali dobijeni odabiranjem kontinualnih [2]-
[4]. Ako je kontinualni signal z(¢) odabran uniformno, sa periodom odabiranja At, tako
da je ona manja ili jednaka od recipro¢ne dvostruke vrijednosti maksimalne frekvencije
tog signala, f,,, odnosno, .

At < %, (1.1)
tada je zadovoljena teorema o odabiranju [1]-[4]. U slu¢aju zadovoljenja ovog uslova, iz
odbiraka diskretnog signala z(n) = z(nAt), n = 0, £1, +2... moZe se izvrsiti potpuna
rekonstrukcija polaznog analognog signala. Pojam maksimalne ucestanosti u spektru
analognog signala bice jasniji nakon izlaganja vezanog za frekvencijsku analizu signala.

Na slici 1.1 a) prikazan je primjer analognog signala
. T ) T
x(t) = sin(107t) — 0.25 cos(3nt + g) — 0.5sin(227t + Z), (1.2)

i diskretnog signala (ista slika pod b)) dobijenog njegovim odabiranjem, sa periodom
odabiranja At = 0.01s < %3.
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Slika 1.1: Primjer kontinualnog signala i diskretnog signala dobijenog njegovim odabiranjem
(prva vrsta) i ilustracija step funkcije i delta impulsa (druga vrsta)

Posto u dana3nje vrijeme obrada signala podrazimijeva digitalno okruzenje, odnosno
upotebu racunara ili specijalizovanog hardvera, gdje su na raspolaganju konac¢ni resursi,
postoji neophodnost diskretizacije i zavisno promjenljive, odnosno amplitude signala.
Takav oblik diskretizacije naziva se kvantizacija, i ona podrazumijeva odgovarajuce
kompromise, jer se beskonacan skup mogucih vrijednosti svodi na konacan, i time se
degradira kvalitet signala u manjoj ili vetoj mjeri [1]-[4], [11]-[12]. Kvantizacija se
moze vrsiti podjelom skupa svih vrijednosti amplitude (intervala u kojem se nalaze) na
odgovarajuce podintervale prema nekom odredenom kriterijumu, gdje svaki od njih takode
sadrzi beskonatno mnogo vrijednosti, a zatim se sve vrijednosti koje pripadaju jednom
podintervalu na neki nacin zaokruzuju na jednu vrijednost. Zavisno od toga koliko ima
takvih zaokruzivanja, kvalitet kvantizovanog signala bi¢e manji ili vec¢i. Kvantizacija
signala na veci broj vrijednosti znaci i vec¢i kvalitet i obrnuto. Greska koja neminovno
nastaje modeluje se Sumom koji se naziva Sum kvantizacije.

Signal dikretizovane nezavisno promjenljive i kvantizovane amplitude poznat je kao
digitalni signal, dok se procesiranje takvih signala naziva digitalna obrada signala [1]-[4].
Treba napomenuti da je izrazito veliki tehnicki napredak tokom proteklih decenija uslovio
da su danas greske koje nastaju usljed kvantizacije veoma male, pa se stoga digitalni
signali danas uobicajeno tretiraju kao signali sa kontinualnom amplitudom, dok se efekti
kvantizacije, po potrebi, tretiraju kao kvantizacioni Sum. Vazno je istaci da je, za razliku
od diskretizacije, kvantizacija ireverzibilan proces [1].

U zavisnosti od prirode, odnosno nac¢ina promjene vrijednosti i matematickog aparata
kojim se tretiraju, signali se dijele na deterministicke i slucajne. Prvi su takvi da
su njihove vrijednosti poznate i u proslosti i u buducnosti, ali su, iako nijesu nosioci
informacija, od fundamentalnog znacaja u analizi i obradi signala. Slucajni signali,

koji se tretiraju probabilistickim metodama, uzimaju moguce vrijednosti sa odredenom



vjerovatnotom, pa stoga nije moguce predvidjeti njihov tok u budué¢nosti. Dakle, ovom
klasifikacijom se zapravo odreduje matematicki model signala, odnosno funkcija ili pravilo
koje nedvosmisleno opisuje dati signal [1], [2], [10].

Za kontinualni signal se kaze da je paran ukoliko zadovoljava uslov: z(—t) = z(t) za
svako t, a da je neparan ukoliko zadovoljava: z(—t) = —x(t), za svako t. Za diskretne
signale vaze ekvivalentne definicije parnosti [2], [3].

Periodiéni signali zadovoljavaju uslov: x(t) = x(t+T), za svako t , gdje je T pozitivna

realna konstanta. Ukoliko je uslov zadovoljen za T' = Tj, jasno je da je tada zadovoljen

iza T = KTy, gdje je k cio broj. Velicina 7 naziva se osnovna perioda, dok je T'
perioda signala. Frekvencija signala se formalno moze definisati kao: f = % [Hz].

Ugaona frekvencija je velicina: w = 2[rad/s]. Signali koji ne zadovoljavaju navedeni
uslov nazivaju se aperiodi¢ni signali. Diskretni signal je periodican ukoliko vazi da je
z(n) = xz(n + N), gdje je N cio broj, za sve vrijednosti promjenljive n. Ako ne postoji
takvo N za koje je ovaj uslov ispunjen, diskretni signal je aperiodican [2], [3].

Totalna energija kontinualnog signala definise se kao [2], [3]:

T/2
—Thm / |z (t)* dt = /|3: )P dt, (1.3)
—T/2
dok se prosjecna snaga definige kao:
T/2
.1 2
P —Tlgrolof / x*(t)dt. (1.4)
~T/2

Za diskretne signale, u definicionim obrascima energije i prosjetne snage integrali se

zamjenjuju odgovaraju¢im sumama. Tako se energija diskretnog signala moze definisati

E= 3 fa) (15)

n=—oo

kao:

dok se snaga diskretnog signala definise kao:

P—]&LH;OQNHZ'

(1.6)

Navedene definicije posluzite za prezentaciju jos jedne klasifikacije signala, i to podjelu
na energetske i na signale snage. Prvi tip signala je signal sa kona¢nom energijom. Sa
druge strane, mnogi signali koji imaju beskona¢nu energiju posjeduju kona¢nu srednju
snagu. Na osnovu navedenih definicija energije i snage, moze se zakljuciti da signal sa
kona¢nom energijom ima srednju snagu jednaku nuli. Ako je energija signala beskonacna,

tada snaga tog signala moze biti kona¢na ili beskonac¢na [3].



Zbog znacaja u daljim izlaganjima na ovom mjestu bice definisana i dva karakteristi¢na

signala u kontinualnom domenu. Delta impuls se definise kao [1]:
5(t) = 0, t £ 0: /6(t)dt _1 (1.7)

Heavyside-ova funkcija se definise kao [1]:

1, £>0
ult) = { 0, t < 0. (1.8)

Ovi signali su ilustrovani na slici 1.1 pod ¢) i d) respektivno.

1.2 Fourier-ova analiza

Brojni problemi i zahtjevi koji se javljaju u oblasti obrade signala uslovili su razvoj
razlicitih matematickih alata koji omogucavaju ili olaksavaju njihovo rjesavanje. Iako su
signali najcesce funkcije vremena i u tom smislu bi bilo prirodno da se njihova analiza
obavlja u vremenskom domenu, to se pokazalo neprakti¢nim a ¢esto i nemoguc¢im. Stoga
se Cesto moze govoriti o transformacijama signala kao funkcija od jednog tipa parametara
u funkcije od nekih drugih parametara. Time se informacija koju signal sadrzi moze
potpuno oc¢uvati, a razlika je samo u nacinu njene reprezentacije. Odredene karakteristike
signala kao fizickog, odnosno teorijskog entiteta tada postaju dostupne ili izrazenije ¢ime
se proces njihove analize i obrade moze znacajno pojednostaviti. Veoma ilustrativan i
danas najvise zastupljen primjer takve matematicke aparature jeste predstavljanje signala,
njegova analiza i obrada u frekvencijskom domenu.

Tokom istorije matematicke analize uoc¢eno je da se odredene klase funkcija mogu
predstaviti u obliku sume sinusoida ili kompleksnih eksponencijalnih funkcija, kojima
se pridruduju odredeni tezinski koeficijenti. = Ova ¢injenica predstavlja jedan od
fundamentalnih matematickih koncepata koji je uslovio intenzivan razvoj obrade signala.
Za signal razlozen (predstavljen) na takav nacin se kaze da je predstavljen u spektralnom
ili frekvencijskom domenu. Frekvencijski sadrzaj signala se naziva spektar, a proces
dobijanja i analize spektra predstavlja frekvencijsku, spektralnu ili Fourier-ovu analizu
signala. U daljem razmatranju bi¢e posmatrani jednodimenzioni signali kao funkcije
vremena, pri ¢emu treba naglasiti da se ovaj pristup moze lako generalizovati na
visedimenzione signale i signale kao funkcije od prostornih koordinata.

Postoji cetiri tipa Fourier-ovih reprezentacija, od kojih se svaka primjenjuje na
odredene klase signala, zavisno od njihove periodi¢nosti, i u zavisnosti od toga da li su
kontinualni ili diskretni. Periodi¢ni signali se predstavljaju preko Fourier-ovih redova

(FR), dok se aperiodi¢ni predstavljaju Fourier-ovom transformacijom (FT). Iako ¢e



periodi¢ni diskretni signali prvo biti razmatrani u kontekstu Fourier-ovih redova, kasnije
¢e biti obrazlozen jo$ jedan pristup ovoj problematici, koji je danas teorijski i prakti¢no

dominantan.

1.2.1 Fourier-ovi redovi

Ideja Fourier-ovih redova [1], [6], [7] zasniva se na predstavljanju periodi¢nih signala
sumom sinusoidalnih funkcija, pri ¢emu perioda svake od tih sinusoida treba da
sadrzi osnovnu periodu signala, i pri ¢emu se svaka od njih mnozi sa odgovarajuc¢im
tezinskim faktorom. Da bi to bilo moguce, neophodno je da je frekvencija svake takve
sinusoide jednaka cjelobrojnom umnosku osnovne frekvencije signala. Aproksimacija z(n)

diskretnog periodi¢nog signala x(n) se u ovom kontekstu moze zapisati na sljede¢i naéin:
1 .
5 _ j2nkn/N
z(n) = I Ek Xye , (1.9)

gdje je N perioda signala z(n). Slicno, kada je u pitanju kontinualni signal z(t), njegova
aproksimacija glasi:

B(t) =D Xt (1.10)
gdje je T perioda kontinualnog signala x(t).

Fourier-ov red diskretnog signala

Potrebno je uociti da u formuli (1.9) razlicitih kompleksnih sinusoida /2™~ ima
tacno N, sto je posljedica njihove periodi¢nosti. Jedinstveni set takvih razli¢itih sinusoida
se dobija tako sto promjenljiva £ varira uzimajuci bilo koji opseg od N uzastopnih
vrijednosti. Najces¢i izbori takvog skupa vrijednosti za k su od 0 do N — 1 i od —N/2

72mkn/N - ije su frekvencije definisane

do N/2—1 (za parno N). Za kompleksne sinusoide e
cjelobrojnim umnoskom osnovne frekvencije kaze se da zadovoljavaju uslov ortogonalnosti

[1], [3], jer je njihov skalarni proizvod jednak nuli:

N-1 N-1
<ej27rkn/N’ ej2ﬂ'mn/N> _ 2 ej27rkn/N[€j27rmn/N]* _ E ej271'n(k7m)/N
N, zam=k%k
={ e ) (1.11)
—ei2ntimmy/N — Y, Zamm # k,
gdje je iskoristeno da je e/?7*=™) = 1. Sinusoide e/*™"/N se zovu bazne funkcije, i

kao $to ¢e biti pokazano, koeficijenti Fourier-ovog reda se mogu rac¢unati kao projekcije
signala na njegove bazne funkcije. U tom smislu se ¢esto posmatraju skalirane vrijednosti

koeficijenata, pa je zato u formuli (1.9) stavljen skalirajuéi faktor 1/N.



U slucaju periodiénog diskretnog signala xz(n), sa periodom N odredivanje
koeficijenata X} svodi se na minimizaciju [3] srednje kvadratne greske (MSE) izmedu

signala i njegove aproksimacije redom (1.9):

2

MSE= Y Ja(n) — i) = 3 |a(n) - % S Xyermn/v| (1.12)
n=(N)

n=(N) k=(N)

gdje (N) oznacava da se sumiranje vrsi uzimanjem bilo kojih uzastopnih N vrijednosti u

redu (1.9). Daljim rjesavanjem (1.12) dobija se:

*

1 , 1 .
MSE = Z a:(n) — N Z Xk6327rkn/N x(n) i N Z Xm6]27rmn/N
k=(N) m=(N)

n=(N)

= S P - x| 3wt
n=(N) m=(N)

n=(N)

_ Z X, % Z x*(n)ej%'rkn/N +% Z Z X:nXk % Z ejZTr(kfm)n/N
k—(N) n=(N) k—(Nym—=(N)

n=(N)

Koriséenjem svojstva ortogonalnosti (1.11) za posljednji ¢lan dobijene MSE,

odgovarajué¢im (dozvoljenim) preimenovanjem indeksa i uvodenjem oznake

X(k)y= > a(n)e >N, (1.13)
n=(N)

izraz za M SE se moZe napisati na sljede¢i nacin:

1 1 1
MSE =Y |z(n)]” - ~ > XX (k) - ~ > XXt (k) + ~ S IXP (114)
n=(N) k=(N) h=(N)

k=(N)

Prethodni izraz se dalje moze modifikovati:

1 1 1
MSE =} o)’ = 5 Y XX (k) = & > XX ' (k) + = > 1%l
n=(N) k=(N) k=(N)

k=(N)

1 1
o S IXHP - S X (1.15)
k=(N) k=(N)
sto dalje vodi do:

MSE_Z|:B |2+—Z|Xk— |——Z|X (1.16)

n=

Iz prethodne relacije moze se uociti da M SE zavisi od nepoznatih koeficijenata Xj



samo u sredi$njem ¢lanu koji je uvijek nenegativan. Otuda se moze zakljuciti da ¢e M SFE
biti minimizovana za X = X (k). Ovdje treba uociti i ¢injenicu da su koeficijenti X (k)
periodi¢ni, sa periodom N §to se lako moze pokazati. Vrijednost M SFE daje informaciju
o tome koliko dobro signal Z(n) aproksimira signal z(n). Minimum MSFE dobite se

uvrstavanjem X = X (k) u prethodni izraz. Tada on postaje:

1

_ 2 2

MSE =3 la(m)P = = > IX(R)P. (1.17)
n=(N) k=(N)

Koris¢enjem relacije (1.13) za desnu sumu u (1.17) dobija se sljedeti izraz:
1 * j2m(m—n
D IX (k) = N2 Y0 D a(n)at(n)erimTmbN, (1.18)
k=(N) k=(N)n=(N)m=(N)

Kako vazi da je

Z ej2ﬂ'(mfn)k/N — { N, m=n (1.19)

e 0, m#n

dobija se sljedeca veza:
5 IXWE = Y )P (1.20)
k=(N) n=(N)

Izraz (1.20) ujedno predstavlja Parseval-ovu teoremu za Diskretnu Fourier-ovu
transformaciju [1], [2], [4]. Imajuéi u vidu izraz (1.5) za energiju signala, teorema
predstavlja matematicku interpretaciju zakona o odrzanju energije u obradi signala.
Uvrstavanjem ovog izraza u formulu za MSE dobija se da je MSE = 0. Bududi da
se dobija takav rezultat, jasno je da je u tom slucaju xz(n) = &(n). Drugim rije¢ima,

periodic¢ni diskretni signal se moze jednoznacno reprezentovati formulama:

1 )
w(n) = 5 D XpelmnN (1.21)
k=(N)
Xy = Z x(n)e I2mkn/N, (1.22)
n=(N)

koje predstavljaju relacije za Fourier-ov red periodi¢nog diskretnog signala [3]. Na osnovu
N vrijednosti X moze se odrediti signal z(n). Tako i z(n) i X} obezbjeduju jednoznacan
i potpun opis istog signala. Za njih se moze re¢i da predstavljaju transformacioni par.
Za rjesavanje odredene klase problema moze biti pozeljnija jedna, a za druge druga
reprezentacija signala. Za FR diskretnog signala se kaze da predstavlja signal x(n)
u frekvencijskom domenu, jer svaki od njegovih koeficijenata vezan je za kompleksnu
sinusoidu na razli¢itoj frekvenciji. Moduo kompleksnog niza Xy, | X}| zove se amplitudski
spektar signala z(n), dok se njegov argument, arg{ X}, zove spektar faze signala z(n).

FR diskretnog signala moze se numericki racunati primjenom racunara, jer su i signal i
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Slika 1.2: Periodi¢ni diskretni signal i njegov Fourier-ov red (DFT)

njegov Fourier-ov red diskretne funkcije, definisane kona¢nim skupom od N vrijednosti.
Kasnije ¢e biti pokazano da FR diskretnog signala predstavlja diskretnu Fourier-ovu
transformaciju (DFT).

Primger: Signal x(n) koji je definisan izrazom:

o0

z(n) = Z zo(n + 30m)
gdje je xo(n) = u(n +5) —u(n — 6) i N = 30 predstavlja osnovnu periodu signala z(n),
ilustrovan je na slici 1.2 a). Koeficijenti njegovog Fourier-ovog reda prikazani su na slici
1.2 b). Potrebno je naglasiti da su zbog parnosti signala z,(t) dobijeni realni koeficijenti,

pa stoga na datoj slici nijesu prikazani njihovi moduli, ve¢ prave vrijednosti.

Fourier-ov red kontinualnog signala

Pod odredenim uslovima, i periodi¢ni kontinualni signali mogu biti razvijeni u sumu
kompleksnih sinusoida sa pridruzenim tezinskim faktorima. Takav razvoj signala x(t),
periodi¢nog u vremenu sa osnovnom periodom 7' i u ovom sluc¢aju naziva se Fourier-ov
red. FR kontinualnog signala moze sadrzati beskona¢no mnogo ¢lanova [3]. Pomo¢u njega

kontinualni periodi¢ni signal x(t) moze se predstaviti na sljede¢i nac¢in [1], [3], [7]:

p(t) = Y Xpe?miT, (1.23)

n=—0o0

11



gdje su funkcije e/2™/T —o0 < n < oo ortogonalne kompleksne sinusoide, imajuéi u vidu

da njihov skalarni proizvod zadovoljava uslove ortogonalnosti:

T/2

<ej27rmt/T €j27mt/T> _ l / pi2mmt/T ,—j2mnt/T gy _ 1'7 zZam=n (1.24)
’ T sinwlm=n)) — (. za m # n.
—T)2 w(m—n)

Pretpostavimo da se periodi¢ni kontinualni signal moze samo aproksimirati pomocu

FR, pri ¢emu je njegova aproksimacija &(t) data sa:
B(t) = X, (1.25)
U slucaju da je z(t) = Z(t) tada ¢e vaziti i jednakost:
/ x(t)e Imotdt = / @ (t)e Imeotdt, (1.26)
(T) (T)

gdje je sa (T') oznaceno da se integracija vrsi po jednoj periodi kontinualnog signala, a

wo = 27/T. Dalje se moze pisati, imajué¢i u vidu (1.25) sljedece:

z(t)e Imeoldt = / X, elnotemimeot gy — X, / elnwotemimeotay - (1.27)
/<T> (1) 2 2 (1)

n=—oo n=—oo

Na osnovu pokazanog svojstva ortogonalnosti (1.24) slijedi:
/ w(t)e Imotdt = X, T. (1.28)
(T)

Dakle, u slu¢aju kada vazi z(t) = &(t) tada se n-ti koeficijent Fourier-ovog reda (1.23)

moze racunati po formuli:

1 .
X, -+ / (e Imeot e, (1.29)
T Jry

Funkcije e/2™/T se i ovdje nazivaju bazne funkcije, koeficijenti X,, su koeficijenti
Fourier-ovog reda (1.23), poznati kao harmonici [3]. Relacija (1.24) kaze da je skalarni
proizvod dvije razli¢ite bazne funkcije jednak nuli. Takav ortogonalni set baznih funkcija
omogucava da se koeficijenti X,, Fourier-ovog reda mogu racunati kao projekcije signala
x(t) na bazne funkcije e 72T odnosno [1]:

T/2
X, = (z(t), ej2”"t/T> = % / x(t)e 12T gy, (1.30)

—T/2

Treba imati na umu da su i signal i bazne funkcije periodi¢ne, sa periodom 7', pa je

12



stoga moguée pisati [1]:

T/2 T/2+A
1 - 1 .
= / r(t)e Tt = / (#)e 2T gy (1.31)
—T/2 —T/24+A

gdje A predstavlja proizvoljnu konstantu.
Postavlja se pitanje pod kojim uslovima FR dat relacijom (1.23) ¢iji se koeficijenti
racunaju po (1.30) konvergira ka signalu z(t) kojeg aproksimira. Pitanje je matematicki

kompleksno, i poznato je da ukoliko je zadovoljen uslov da je:
1 2
— [ |z()|dt < o0, (1.32)
LSy

tada je MSE izmedu z(t) i njegove aproksimacije jednaka nuli [3]. Ovo zna¢i da pod
tim uslovom je energija greske jednaka nuli, ali ne i da ovi signali moraju biti jednaki u

svim tackama. Ipak, u praksi se ovaj uslov cesto koristi. Potrebni i dovoljni uslovi za

egzistenciju razmatranog FR su nesto stroziji i poznati su kao Dirichet-ovi uslovi [1], [3]:

e signal mora imati konacan broj prekida unutar periode T’
e signal mora imati kona¢nu srednju vrijednost unutar periode 7',

e signal mora imati konac¢an broj minimuma i maksimuma.

Primger 1.8 Signal z(t), koji se u osnovnom periodu moze zapisati u obliku:

-1, 7 <t<0
() = "= (1.33)
1,0<t<m
moze se razviti u FR oblika:
x(t) = i X, el — éi; sin((2n — 1)t). (1.34)
= T (2n —1)

Originalni signal i njegove aproksimacije Fourier-ovim redom sa M = 4, M = 8 i

M = 45 harmonika prikazani su na slici 1.3.

1.2.2 Fourier-ove transformacije

Dok je periodi¢ne signale, kao sto je pokazano u prethodnom poglavlju, moguce
razloziti u sumu kompleksnih sinusoida, za slucaj signala sa kona¢nom energijom

ekvivalentna dekompozicija poznata je pod nazivom Fourier-ova transformacija.
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a) Originalni signal b) M=4
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< 0 < 0
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o kb
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o »

Slika 1.3: Aproksimacija periodi¢nog signala Fourier-ovim redom: a) originalni signal; b)
aproksimacija Fourier-ovim redom od 4 harmonika; c) aproksimacija Fourier-ovim
redom od 8 harmonika; d) aproksimacija Fourier-ovim redom od 45 harmonika

Fourier-ova transformacija diskretnog signala

U cilju uvodenja koncepta FT diskretnog signala, aperiodi¢ni signal se moze posmatrati
kao grani¢ni slucaj periodi¢nog - onog ¢ija perioda tezi beskonacnosti [3], [6]. Neka se

posmatra periodi¢ni signal, sa periodom M = 2N + 1 koji se u osnovnoj periodi moze

_ ) &), Inl <M
x(n) = { 0. n| > M. (1.35)

zapisati kao:

Ako se posmatra samo jedna perioda tog signala, gdje vazi: M — oo, aperiodi¢ni
signal se sa tog stanovista moze definisati kao x(n) = A}linoofc(n), jer se moze smatrati
da se u tom slucaju sve ostale periode, osim posmatrane ,udaljavaju” u beskonac¢nost.
Koristeéi ranije uvedenu relaciju za FR disretnog signala (ili DFT), za signal unutar jedne

periode koeficijenti FR mogu se ra¢unati po formuli:
M
X(k)y= Y a(n)e >N, (1.36)
n=—M

Kako vazi da M — oo, tada se moze smatrati da je 2n/N = 27/(2M + 1) = dw
diferencijalno malo, i uvesti oznaka da je k27/(2M + 1) = w. Ovim zapravo rastojanje
izmedu harmonika postaje sve manje kako M tezi beskonacnosti, i u grani¢cnom slucaju
ono postaje infinitezimalno malo, pa se moze smatrati da se frekvencije harmonika
(sinusoidalnih komponenti) kontinualno mijenjaju. Otuda oznaka w za njihove frekvencije.
Pod ovim uslovima, uz uvodenje nove oznake za kontinualnu funkciju od frekvencije

predstavljenu prethodnom sumom i odgovarajuce granice za sumu, dobija se formula

14



za Fourier-ovu transformaciju diskretnog signala [1], [2], [4], [6]:

[e.9]

X(e) = Z x(n)e 7em, (1.37)

n=—oo

Ovdje se moze napomenuti da je X (¢’“) periodi¢na sa periodom 27. Na slican nagin,

koris¢enjem formule za FR diskretnog signala (DFT), uz oznacavanje X (k) = X (ej%kn/N),

dobija se:

J 1 < 27
j271'kn/N jZﬂkn/N _ = X j2nkn/N j271'kn/N. 1.38
o ZM2M+1 (e Je (1.38)

U grani¢nom slucaju, tj. kad vazi

1 M
x(n M—>oo2_ Z

X (32mkn /N gi2nkn/N (1.39)

kao sto je receno, rastojanje izmedu harmonika postaje diferencijalno malo, pa vazi
27 /(2M + 1) = dw. Vrijednosti X (e/2mkn/N)ei2mkn/N pagunaju se u tackama 2wkn/N
i mnoze sa rastojanjem izmedu njih, pa ovo predstavlja aproksimaciju integrala

pravougaonim pravilom. Stoga prethodni limes predstavlja integral:
1 r ) )
x(n) = 2—/X(e]‘”)e]“”dw, (1.40)
T

pa se moze ret¢i da signal z(n) i njegova FT X(e/*) dati relacijama (1.37) i (1.40)
predstavljaju Fourier-ov transformacioni par.

Suma FR u (1.37) ée uniformno konvergirati ako je zadovoljen uslov [2], [3]:

Z |z(n)| < oo.

n=—oo

U praksi, cesto se koristi manje strog uslov za egzistenciju razmatrane Fourier-ove
transformacije [12]:

> Ja(n)* < o (1.41)

I ovdje se, kao u slucaju FR definisu amplitudska i fazna karakteristika (spektar).

U slucaju realnih signala one imaju osobine da su parna, odnosno neparna funkcija,

respektivno. Moze se uo¢iti da je zbog periodi¢nosti kompleksnih sinusoida e 7" sa,

periodom 27 Fourier-ova transformacija diskretnih signala takode periodi¢na funkcija sa

tom istom osnovnom periodom, i unutar te periode jednoznac¢na. Takode, treba naglasiti
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Slika 1.4: Ilustracija Fourier-ove transformacije diskretnog signala: a) aperiodi¢ni diskretni
signal; b) FT tog signala

da se radi o kontinualnoj funkciji, iako je signal x(n) diskretan.
Primger 1.4 Aperiodic¢ni diskretni signal z(n) = |n—35|[u(n—11)—u(n—61)] prikazan
je na slici 1.4 a). Spektar njegove FT prikazan je na slici 1.4 b). Signal u(n) je diskretna

jedini¢na step funkcija, definisana kao [1], [2]:

u(n) = { 0, n <0, (1.42)

Fourier-ova transformacija kontinualnog signala

U slucaju kontinualnih aperiodi¢nih signala razvoj u Fourierov red nije moguce izvrsiti.
Slicnom generalizacijom Fourier-ovih redova kao u sluc¢aju diskretnih aperiodi¢nih signala
i u slucaju kontinualnih se dolazi do sliénih zakljucaka [3]. Aperiodiéni kontinualni signal
se primjenom F'T reprezentuje kao superpozicija kompleksnih sinusoida. Ove kompleksne
sinusoide obuhvataju kontinuum moguéih vrijednosti za frekvencije, tj. —oo < 2 < 0.
Ovo znaci da signal moze imati beskonacan frekvencijski opseg. F'T kontinualnog signala
se definise kao [1], [3]-[7]:

o0

X(jQ) = FT{x(t)} = / x(t)e M dt, (1.43)

—0o0
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gdje je FT]| operator Fourier-ove transformacije. Pomoc¢u inverzne Fourierove

transformacije signal se moze vratiti u vremenski domen:

o)

! / X (Q)e7dQ. (1.44)

2

x(t) =

Kaze se da signal i njegova F'T ¢ine Fourier-ov transformacioni par. Uslovi za egzistenciju

FT koje kontinualni signal x(t) mora zadovoljavati, poznati kao Dirichet-ovi, glase [1],

3J-[7]:
e signal mora imati konacan broj prekida;
e signal mora imati konac¢an broj maksimuma i minimuma;

e signal mora biti apsolutno integrabilan, tj:
/ |z(t)] < oo. (1.45)

Medutim, za &iroku klasu signala cesto je moguce primijeniti manje strog uslov za

egzistenciju FT, po kojem se zahtijeva da signal treba da ima kona¢nu energiju [6], [12]:
/ 2(t)]? < . (1.46)

Ocigledno, Fourierova trasformacija X(j€2) je kompleksna i kontinualna funkcija.
Moduo Fourierove transformacije |X(w)| poznat je kao amplitudska karakteristika
signala i u slucaju realnih predstavlja parnu funkciju, dok arg(X(Q)) =
—arctan(Re{ X (2)}/ Im{ X (2) }) predstavlja faznu karakteristiku koja je neparna funkcija

od frekvencije za slucaj realnih signala.

Neke osobine FT kontinualnih signala

Posto su od znacaja za dalje izlaganje, ovdje ¢e biti navedene neke osobine FT [1],
[11].

1. Linearnost. U opstem slucaju bilo koje transformacije, pod linearnoscu se

podrazumijeva da ukoliko je signal dat u obliku linearne kombinacije signala: z(t) =
M
> cixi(t) vazi da je transformacija tog signala, Y[z ()], data kao linearna kombinacija
i=1

transformacija pojedinih signala iz kojih se sastoji:

Tlz(t)] = ZCiT[xi(t)]' (1.47)



U slucaju Fourierove transformacije ovo je evidentno iz njene definicije kao integralne
transformacije, odnosno iz Cinjenice da je integral linearne kombinacije podintegralnih
funkcija jednak linearnoj kombinaciji integrala pojedina¢nih funkcija.

2. Pomjeranje u vremenu. Ukoliko je signal dat u obliku z(t) = f(t — to), tada za

njegovu Fourierovu transformaciju vazi:

X(jQ) = / z(t)e 7 ¥dt = / f(ty)e ¥ e=i% g, — F(Q)e Mo, (1.48)

3. Modulacija. Mnozenje signala f(¢) kompleksnim eksponencijalnim ¢lanom, to jest

x(t) = f(t)e’¥! utice na sljedeéi nacin na njegovu Fourierovu transformaciju:

X(j) = / 2t dt — / F(£)ei0te=1%% gy — / F(#)e—T =00 gt (0 — Q).
) ) ) (1.49)
4. Diferenciranje. Fourierova transformacija signala diferenciranog u vremenskom
domenu, z(t) = dfd—(tt), jednaka je:
X(jQ2) = jQF(Q). (1.50)

Dokaz. Polaze¢i od formule za inverznu FT (1.44) diferenciranjem njene lijeve i desne

stranu po promjenljivoj t dobija se:

aft)y d |1 7 i 1 ]O d, o
G 2 2 Fiigei2an| = — [ F)L (e a0
dt dt |:27T (7ed o () (e )d

5. Realnost FT. Ako je x*(—t) = z(t), za FT vazi: X*(jQ) = X(j92). Ovo je takode

jednostavno dokazati:

S * 0 00

X*(jQ) = /x(t)e_jmdt = /m*(t)ejmdt:/x(—t)e‘jmdt:X(jQ). (1.51)

— 00 — 00 — 00

6. Konvolucija signala u vremenskom domenu. Konvolucija signala x;(t) i z2(t), koja

se oznacava kao y(t) = x1(t) * x2(t), definiSe se na sljedeéi nacin:

o0

y(t) = x1(t) x zo(t) = / x1(T)zo(t — T)dT (1.52)

—00
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Fourier-ova transformacija konvolucije moze se napisati izrazom:

o0 o0 o0

Y(jQ) = / 21(8) * ma(t)e— 2t / / 1 ()aa(t — 7)dr | eIt (153)

—00 —00 — 00

Uvodeci smjenu t = 7 + y dobija se:

[e.0] o o0 e}

Y(Q) = /xl(T)dT/$2(y)€_jQ(T+y)dy= /xl(T)e_jQTdT/aiz(y)e—jﬂydy
= X1(Q)X2(9). (1.54)

sto znaci da konvoluciji u vremenskom domenu odgovara proizvod u frekvencijskom
domenu.

7. Proizvod u vremenskom domenu:

FT{()h(t)} = % / ) / " H(0)e dbe 1 gt — % / T HO)X(Q — 0)d0
= X(Q) #q HQ) = H(Q) #0 X(9). (1.55)

9. Parseval-ova teorema. Za signale x(t) i y(t), za koje postoje FT oznacene sa X ()

i Y(Q) respektivno, vazi Parseval-ova teorema:

/ T ayrmd = = [ x@yr)ds. (1.56)

—o0 27 —00

Specijalno, ako vazi da je y(t) = x(t), tada se ova teorema zapisuje u obliku:

/Z lz(t)]? dt = % Z | X (Q)]? dQ. (1.57)
Kako izraz sa lijeve strane predstavlja energiju signala, to ova relacija definise energiju
u frekvencijskom domenu, izrazom sa desne strane.
10 Integracija ffoo x(7)dr se moze u Fourier-ovom domenu interpretirati na sljedeéi
nacin: :

x(t) * u(t) = / x(T)u(t — 7)dr = / x(7)dr (1.58)

— 00 —00

o0

FT{/ z(r)dr} = FT{x(t)}FT{u(t)} = X(]Q)[jiQ + ()]

_ jLQX(jQ) + X (0)5(9). (1.59)
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Diskretni signali dobijeni odabiranjem analognih

Zbog izuzetnog teorijskog i prakticnog znacaja, ovdje Ce biti prosSirena tema o
odabiranju signala. Veoma §iroku i bitnu klasu diskretnih signala, kao sto je naglaseno,
predstavljaju diskretni signali dobijeni odabiranjem kontinualnih. Takode, vec¢ je
spomenuto da je spektar diskretnog signala ograni¢en na interval Sirine 27. Posmatrajmo
diskretni signal z(n) dobijen odabiranjem kontinualnog signala x(t). Teorema o
odabiranju pretpostavlja ogranicenost spektra analognog signala, pa se, drugim rije¢ima,

podrazumijeva da vazi [2], [12]:
X(Q) =0za|Q > Q, (1.60)

odnosno da postoji maksimalna ucestanost kontinualnog signala iznad koje se moze
smatrati da su frekvencijske komponente jednake nuli. Cesto se, medutim, smatra da se
komponente izvan neke odredene frekvencije €2,, mogu zanemariti. Tada je odabiranjem
signala korakom At < 7/, = 1/2f,, moguée potpuno ocuvati informaciju koju signal
sadrzi, i po potrebi rekonstruisati u potpunosti polazni kontinualni signal.

Vet je receno da je veza izmedu analognog i diskretnog signala data sa: z(n) =
x(nAt). Takode, postoji veza izmedu kruzne frekvencije analognog i kruzne frekvencije

odgovarajuceg diskretnog signala. Ako se na primjer posmatra sinusni signal:
xq(t) = sin(Qt), (1.61)
tada se njegovim odabiranjem dobija diskretni signal:
z(n) = x,(nAt) = sin(QynAt) = sin(nw, ). (1.62)

Uocava se da vazi da je:

w = QAL (1.63)

za koje vazi da je: —m < w < 7.

Odabiranjem signala u vremenskom domenu sa periodom At vrsi se njegovo periodi¢no
produzavanje u frekvencijskom domenu, sa periodom €, = 27/T. Odavde je jasno
zbog Cega spektar analognog signala treba da bude ogranicen. Ako nije ogranicen,
ili ako nije zadovoljen uslov (1.1), iz tog razloga ¢e do¢i do preklapanja spektralnih
komponenti originalnog spektra analognog signala, i spektralnih komponenti dobijenih

njegovim periodi¢nim produzavanjem. Navedena pojava poznata je pod nazivom aliasing

[1], [6].
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Diskretna Fourier-ova transformacija

Posto digitalna obrada signala podrazumijeva upotrebu digitalnog hardvera za
racunanje njenih transformacija i metoda, a FT diskretnog signala (1.37) predstavlja
kontinualnu funkciju, to se prirodno namece pitanje njene diskretizacije. Predstavljanje
frekvencijskog sadrzaja diskretnog signala x(n) odbircima njegove FT X (e’*) poznato
je kao diskretna Fourier-ova transformacija. Da bi se diskretni signal z(n) mogao
diskretizovati, neophodno je da bude ogranicenog trajanja N u vremenu. Odabiranjem
njegove FT X (e/¥) sa korakom Aw = 27 /N, vr§i se periodi¢no produzavanje signala u

vremenskom domenu, a ujedno dobijaju odbirci DFT-a [1]-[12]:

N-1

X (k) = X ()] _yry = D x(n)e” iR kn, (1.64)

n=0

odakle je oc¢igledno zbog ¢ega signal mora biti ograni¢enog trajanja u vremenu (sto je
u praksi uvijek slucaj). Da nije tako, doslo bi do preklapanja komponenti signala u
vremenskom domenu, jer se njegovo periodicno produzavanje vrsi sa periodom N, pa
treba biti ispunjeno da je odabiranje sprovedeno tako da se uzme najmanje N odbiraka

njegove FT. Mnozenjem izraza (1.64) sa e/?7/N)*m i symiranjem po k, od 0 do N — 1

dobija se:
N-1 N—-1N-1 N-1 N-1
27r 27
X (k) Sk =3 "N " 2(n) Je IR N7 () N g I Kk -m) (1.65)
k=0 k=0 n=0 n=0 k=0

sto se, imajuéi u vidu ranije izvedenu relaciju (1.11) svodi na:

X(k)ed ¥, (1.66)
0

z(n) = %

=
Il

sto predstavlja izraz za inverznu DFT (IDFT). Uporedujuéi (1.64) i (1.66) sa
ranije dobijenim izrazima za FR diskretnog signala (1.22) i (1.21), vidimo da su
identi¢ni. Evidentno, FR diskretnog signala predstavlja jos jednu interpretaciju diskretne
Fourier-ove transformacije. Budué¢i da su ekvivalentna svojstvima FT kontinualnog

signala, na ovom mjestu nece biti navodena svojstva DFT-a.

Algoritmi za brzo racunanje DFT-a

Algoritmi za brzo racunanje DFT-a (FFT) omoguéavaju numericki veoma efikasan
prorac¢un ove transformacije. Do danas je razvijen veliki broj ovih algoritama, koji
se primjenjuju u zavisnosti od trazenog broja frekvencijskih tacaka N. Ovdje ¢e biti
posmatran najjednostavniji slucaj, kada je N = 2™ gdje je m cio broj. Algoritam koji

¢e biti razmatran, u literaturi [1], [2] je poznat kao algoritam razbijanja po frekvenciji
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Slika 1.5: Ilustracija algoritma razbijanja po frekvenciji za N = 8

(Radix-2). Algoritam omogué¢ava da se DFT od N tacaka razbije na dvije DFT-a od N/2
tacaka, koji se dalje razbijaju na N/4 itd. rekurzivno. Posmatra se transformacioni par:
signal z(n) i njegova DFT X (k). Signal se moze podijeliti na dva dijela, pa za njegovu
DFT vazi:

N—-1 N/2—1 N—-1
X(k) _ Zl,<n)e—j27mk/N _ Z x(n)e—j2mk/N+ Z I<n)e—j27mk/N
n=0 n=0 n=N/2
N/2—-1
= [2(n) + z(n + N/2)(—1)F] e772mk/N (1.67)

o

Za parne frekvencijske indekse k& = 2r vazi sljedece:

N/2—1
X(@2r)= Y g(n)e >/ N2 (1.68)

n=0

gdje je uvedena oznaka g(n) = z(n) + x(n + N/2). Slicno se dobija i za neparne indekse

k=2r+1:
N/2—-1

X(@2r+1)= > h(n)e /N2 (1.69)

n=0
gdje je uvedena oznaka h(n) = (z(n) — z(n+ N/2))e=?™/N Na ovaj nac¢in se DFT od N
tacaka razbija na 2 DFT-a od N/2 tacaka. U tretoj glavi bi¢e procijenjena slozenost
ovog algoritma, koja je reda N log, N, §to predstavlja ogromno poboljsanje u smislu
smanjena numericke kompleksnosti, u odnosu na ra¢unanje DFT-a direktnim putem, za
Sta je procijenjena slozenost reda N2. Sema potpunog razbijanja [1] po frekvenciji za slucajj

N = 8 prikazana je na slici 1.5.
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Glava 2
Vremensko-frekvencijska analiza

lako Fourier-ova transformacija moze znatajno pojednostaviti analizu signala u
odnosu na onu u vremenskom domenu, za odredene klase signala FT ipak nije
pravi izbor. Iako moduo Fourierove transformacije, to jest amplitudska karakteristika
pruza znacajne informacije o spektralnom sadrzaju signala, odnosno, o tome kako su
rasporedene komponente signala u frekvencijskom domenu, ona ne daje informacije o
tome kako je spektralni sadrzaj signala rasporeden u vremenu, to jest, informacije o
trenucima pojavljivanja i trajanju komponenti u sluc¢aju signala ¢iji je spektralni sadrzaj
vremenski promjenljiv. Takode, u slucaju multikomponentnih signala FT ne moze dati
informaciju o 8irini spektra njihovih pojedinih komponenti. Neke od ovih informacija su
djelimi¢no sadrzane u faznoj karakteristici, medutim, veoma tesko se mogu iskoristiti.
Navedene ¢injenice nijesu problematicne u slucaju stacionarnih signala, kod kojih ne
postoje promjene frekvencijskih komponenti signala tokom vremena. Medutim, kod
nestacionarnih signala, koji su veoma zastupljeni u praksi, frekvencija signala se mijenja
tokom vremena, a pojedine frekvencijske komponente mogu imati proizvoljno trajanje, i
pojavljivati se u proizvoljnim trenucima. Ve¢ se posmatranjem svojstva (1.48) moze uociti
da i kod pomjerenih signala oblika x(t) = f(t — t9) amplitudska karakteristika njegove
Fourieove transformacije je jednaka amplitudskoj karakteristici signala f(t), jer vazi da je
|F(w)e | = |F(w)|. Ovakvi nedostaci analize u Fourier-ovom i u vremenskom domenu
razlog su uvodenja vremensko-frekvencijskih (TF) reprezentacija signala [1], [13]-[26].
Grubo govoreti, vremensko-frekvencijske reprezentacije (TFR) mogu se klasifikovati na
linearne, kvadratne i TFR viseg reda.

Vremensko-frekvencijske reprezentacije omogucavaju predstavljanje jednodimenzionog
signala u dvodimenzionom domenu, vremenskom i frekvencijskom. Ukoliko TFR opisuje
energiju signala, tada se oznacava kao distribucija. Ukoliko nije od interesa opis energije,
ve¢ nekih drugih karakteristika signala, praksa je da se koristi se pojam reprezentacija. Do
danas je razvijen veoma veliki broj reprezentacija u cilju rjesavanja brojnih prakti¢nih i
teorijskih problema, ali se ne moze reci da postoji neka koja je najbolja i opste primjenljiva

[1]. U ovoj glavi bice predstavljene neke osnovne reprezentacije prvog i drugog reda, a kroz
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analizu njihovih osobina bice uvedeni i osnovni koncepti vremensko-frekvencijske analize.

2.1 Linearne vremensko-frekvencijske reprezentacije

Linearnost je veoma pozelja osobina TF repreznentacija. Veoma je znacajna u analizi
i obradi multikomponentnih signala [11], [12]. Za vremensko-frekvencijsku reprezentaciju

se moze reci da je linearna, ukoliko je za linearnu kombinaciju signala:

2(t) = axi(t) = arz1(t) + aswa(t) + azzs(t) + ... + ayan(t) (2.1)

M
=1

koji nazivamo multikomponentnim signalom, jednaka linearnoj kombinaciji odgovarajucih

reprezentacija pojedinacnih signala:

M
TFR, =Y aTFR, =aTFR,, +aTFR,, +asTFR,, +..+ayTFR

=1

(2.2)

TM:

TF reprezentacija koja posjeduje ovo svojstvo, i koja ima fundamentalan prakti¢ni i
teorijski znac¢aj u TF analizi jeste kratkotrajna Fourier-ova transformacija (STFT). Tako
spada u klasu kvadratnih reprezentacija, spektrogram, koji predstavlja kvadratni moduo

STFE'T, ¢e biti predstavljen u ovom poglavlju.

2.1.1 Kratkotrajna (Short-time) Fourierova transformacija

Kratkotrajna (Short-time) Fourierova transformacija (STFT) spada u klasu linearnih

vremensko-frekvencijskih reprezentacija i definisana je sljede¢im izrazom [1], [16], [18],
[19]:

o0
STFT(t,Q) = / r(t+ 7)w(r)e ¥ dr (2.3)
U prethodnoj relaciji w(7) predstavlja funkciju prozora, za koju je pozeljno da
bude parna funkcija sa maksimumom u tacki 7 = 0. Njena uloga je vrlo specificna:
za dati trenutak t ova funkcija lokalizuje i odsijeca dio signala koji obuhvata u tom
trenutku. Zatim se za taj dio signala nalazi Fourierova transformacija, to jest, dobija
se njegov spektralni sadrzaj, u intervalu vremena definisanom Sirinom prozora. Ovo
se ponavlja za svaki sljedeci trenutak, i tako se prozor pomjera duz citavog signala.
Na ovaj nacin se dobija reprezentacija signala u vremensko-frekvencijskoj ravni, to jest
predstavlja se spektralni sadrzaj signala i njegove promjene u vremenu, dok sama TF
reprezentacija predstavlja dvodimenzionu funkciju od vremena i frekvencije. Ilustracija
opisanog principa prikazana je na slici (2.1).

Posmatrajuéi relaciju (2.3) jasno je da u datom trenutku ¢ ona predstavlja Fourier-ovu
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w(t)]

X(t+t)w(t)

Slika 2.1: Ilustracija lokalizacije signala primjenom funkcije prozora

transformaciju od z(t+7)w(7), $to znaci da pored linearnosti ova transformacija posjeduje
i druga sli¢na svojstva Fourierove transformacije.
Tako na primjer, za STFT signala pomjerenog u vremenu, z(t) = f(t — o), vaz

sljedeta osobina:

STFT(4.9) = [ a(t+ ryuw(r)e ™ dr = [ f(t~to + ru(r)e 7 dr =STFT(110,)

Ako je signal dat u obliku x(t) = f(at) lako se pokazuje da vazi sljedete (svojstvo

skaliranja):
STPL(9) = [ at+r)ur)e ™ dr = [ flat+ar)u(r)e ™ ds
1 ! T\ _iQ™ 1 Q
== t —)e adr = -STFTy(at, — 2.4
o[ st e tan = SSTRT @) (24)
§to je dokazano jednostavnim uvodenjem smjene 7, = a7. Vet spomenuto svojstvo

linearnosti, koje je jasno i iz same definicije STF'T kao integralne transformacije, moze se

dokazati za signal dat u obliku linearne kombinacije signala:

z(t) = Z a;z;(t) = ay21(t) + apwa(t) + aszs(t)... + amTm(t),
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[e.9] o0

STFT,(t,Q) = / ot + T)w(r)e 7dr =ay / r1(t + m)w(r)e 7 dr

+as / zo(t + T)w(7)6*j97d7+_._ + am / Ty (t + T)w(T)e’jQTdT

= @ STFT,, (t,9Q) + asSTFT,, (t,Q) + ... + anSTFT,, (t,9)

Dakle, STFT signala datog u obliku linearne kombinacije signala jednaka je linearnoj

kombinaciji STFT pojedina¢nih signala.

2.1.2 Prozori i problem rezolucije kod STFT

Mnozenjem signala sa funkcijom prozora, dakle, omogucava da sve komponente koje se
nalaze izvan vremenskog opsega trajanja funkcije prozora budu odbacene [1], [12]. Na taj
nacin, za dati trenutak ¢ funkcija prozora kontrolise koliki je udio signala relevantan za
proracun STFT, zbog ¢ega ¢e STFT sadrzati sve varijacije spektra dijela signala koji
je lociran oko posmatranog trenutka. Odavde se moze zakljuciti da ¢e bolji pregled
vremenskih karakteristika spektralnih komponenti signala, ili tzv. bolja vremenska
rezolucija, biti postignuta upotrebom prozora kratkog trajanja. U cilju sagledavanja uloge
prozora u frekvencijskom domenu, bice navedena jos jedna definicija STFT, koja se lako

dobija koris¢éenjem definicionih relacija FT [1]:

oI

STFT(t,Q) =

o / X(©)W*(© — Q)e®do. (2.5)

Ukoliko se zanemari dio e 7 | STFT se moze predstaviti kao inverzna FT od
X(©O©)W*(O — Q), koji se moze tumaciti kao spektar signala z(t) koji je ogranicen
prolaskom kroz filtar propusnik opsega ucestanosti W*(©—(2), ¢ija je centralna ucestanost
Q, gdje je W(Q) FT funkcije prozora w(r). Dakle, moze se zakljuéiti, slicno kao za
vremenski domen, da se bolja frekvencijska rezolucija postize upotrebom prozora ¢iji je
frekvencijski opseg uzi [13].

U cilju ilustracije ovih ¢injenica, razmatrace se dva karakteristicna slucaja, prozor
idealno kratkog i prozor neograniceno dugackog trajanja. Ukoliko je funkcija prozora

delta impuls, odnosno w(t) = §(t), tada je STFT proizvoljnog signala x(t):

STFT(t,Q) = / z(t +7)0(t)e ¥ dr = x(t). (2.6)

—0o0

Dobija se da se STF'T se svodi na moduo od signala, $to znaci da je ona zadrzala

sve vremenske karakteristike, medutim, ne postoje nikakve informacije o frekvencijskim
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karakteristikama signala.  Dakle, dobijena je idealna vremenska rezolucija, ali je
frekvencijska izgubljena.
Suprotan slucaj je prozor neograni¢enog trajanja, w(t) = 1 za svako ¢t. U ovom slucaju
vazice:
o0
it

STFT(t,Q) = / ot +71)e Y dr = ¢

—00

X(9). (2.7)

U ovom slu¢aju se moduo od STFT svodi na moduo od FT posmatranog signala, pa
se zakljucuje da se sada obezbjeduje idealna frekvencijska rezolucija, ali se ne obezbjeduje
nikakva vremenska. To nas navodi na zakljucak da bi Sirine prozora trebalo birati negdje
izmedu ova dva ekstremna slucaja. Kao sto ¢e biti pokazano, poboljsanjem rezolucije u
jednom domenu pogorsava se rezolucija u drugom, pa je potrebno traziti kompromisno
rjesenje ovog problema, $to predstavlja glavni nedostatak STEFT [1], [19].

U obradi signala su u upotrebi razli¢iti oblici funkcija prozora, a njihova raznovrsnost
je rezultat teznje da se konstruiSe takav oblik prozora koji daje $to je moguce bolju
lokalizaciju signala u oba domena. Kao primjeri koji su koris¢eni u radu, bi¢e navedene
dvije forme funkcije prozora: pravougaoni i Hanning-ov. Osim njih postoje i Hamming-ov,
Gauss-ov, Blackman-ov i drugi [1]-[12]. Pravougaoni prozor je najjednostavniji oblik
funkcije prozora. U vremenskom domenu dat je sljedec¢om relacijom [1]:

w(r) =

{1 za |T| <T (2.8)

0 ostalo 7.

Fourier-ova transformacija ove funkcije je:

0 T jor
. ‘ 1
Wr(Q2) = /w(T)B_]QTdT:/e_JQTdT: —a / eYdy
—o0 -T J —jQT
_ 2 (197 _ -i0T) _ 2sin(Q7)
20 0

Iako je u vremenskom domenu ovaj prozor strogo ograni¢en na interval (—7,7T), u
frekvencijskom domenu vidimo da predstavlja funkciju teorijski neograni¢enog trajanja.
Ukoliko bi se trajanje 1" smanjilo, jasno je da bi sinusoida u F'T pravougaonog prozora
Wgr(Q2) imala manju ucestanost, odnosno veéu periodu, $to znac¢i da se trajanje glavne
latice povetava, a vazi i obrnuto.

Na slici 2.2. pod a) prikazan je izgled ovog prozora u vremenskom domenu, dok
je na istoj slici pod b) prikazan njegov izgled u frekvencijskom domenu. Pored glavne
latice postoje znacajne nenulte vrijednosti sporednih latica, §to se negativno odrazava na
frekvencijsku lokalizaciju signala.

Drugi oblik funkcije prozora koji se znatno ¢esée koristi je Hanning-ov prozor [1]. On

se uvodi u cilju poboljsanja lokalizacije signala u frekvencijskom domenu. U pitanju je
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a) b)

2 1
15 .
= S
=t 1 \;—/ 0.5
0.5
0 0
-6 4 2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4
t[9] W
c) d)
1 1
- 5
5 0.5 \g 0.5
0 0
-5 0 5 -4 -2 0 2 4
t[s] W

Slika 2.2: Primjeri prozora u vremenskom i frekvencijskom domenu: a) pravougaoni prozor
u vremenskom domenu; b) pravougaoni prozor u frekvencijskom domenu; c)
Hanning-ov prozor u vremenskom; d) Hanning-ov prozor u frekvencijskom domenu

funkcija definisana na sljede¢i nacin:

(2.9)

| 3(1 4 cos(rm/T)) za |7| < T
w(T) =
0 za ostalo 7

Odgovarajuca FT je:

o) T T
) 1 ) 1 ) )
Wy(Q) = / w(T)e*JQTdT =3 /eﬂﬂTdT + 1 / <6JTTF/T + efTW/T)e*JQTdT
e i _T
T T

-T -T

= %WR(Q) - iWRm —m/T)+ }lWR(Q +m/T) (2.10)

Na osnovu prethodnih relacija, kao i zbog svojstva linearnosti, moze se izvesti zakljucak
da se STFT u kojoj je koris¢en Hanning-ov prozor moze izraziti preko STFT u kojima je

koris¢en pravougaoni, na sljedeci nacin:
STFT(t,Q) =05STFTg(t,Q) + 0.255TFTgr(t,2 —n/T) + 0.255TFTg(t,Q+ 7/T)

gdje je sa STFTg(t,)) oznacena kratkotrajna FT rac¢unata sa pravougaonim prozorom.

U opstem slucaju vazi sljedece [1]:
STFT(t,Q) = a_1STFTr(t, 2 — /) + agSTFT(t, ) + e STFTx(t, 2 +7/T) (2.11)
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gdje su koeficijenti: (a_1,a0,a1) = (0.25, 0.5, 0.25) i (a_1,a9,a;) = (0.23, 0.27, 0.23)
dati za Hanning-ov i Hamming-ov prozor respektivno.

Posmatrajuéi rezultat (2.10), moze se uociti da u frekvencijskom domenu postoji
znacajno brzi pad amplitude sprorednih latica sa rastom frekvencije, nego u slucaju
pravougaonog prozora, $to dovodi do zakljucka da Hanning-ov prozor znatno bolje
lokalizuje signal u frekvencijskom domenu. Vremenski oblik Hanning-ovog prozora i

njegova Fourier-ova transformacija prikazani su na slici 2.2 pod ¢) i d) respektivno.

2.1.3 Rezolucija i princip neodredenosti

Na osnovu prethodnih izlaganja jasno je da sposobnost razdvajanja komponenti signala
u vremensko-frekvencijskoj ravni direktno zavisi od rezolucije, dok rezolucija zavisi od
odabira funkcije prozora. Takode je uoceno da su trajanja ovih funkcija u vremenskom
i frekvencijskom domenu obrnuto proporcionalna. Ukoliko se posmatra Fourier-ov
transformacioni par W(Q) = FT{w(r)} za proizvoljni signal w(7), moze se formulisati
sljedeci zakljucak: proizvod vremenskog i frekvencijskog trajanja predstavlja konstantnu
vrijednost, $to zna¢i da bolja vremenska rezolucija uvijek znac¢i goru frekvencijsku, i
obrnuto [1], [11], [12]. Tako bolja vremenska rezolucija u slu¢aju funkcije prozora postize
se smanjivanjem vrijednosti 7T, a bolja frekvencijska njenim povecavanjem. Ovo se
moze uociti i posmatranjem formula razmatranih prozora u frekvencijskom i vremenskom
domenu i njihovih promjena sa promjenom vrijednosti 7. U op$tem slucaju, kada nije
moguée precizno definisati trajanje signala u vremenskom i/ili frekvencijskom domenu
(sirina spektra), uvode se mjere trajanja date sljede¢im formulama [1]:
[ 72lw(r)dr [ 2w ()P
d3 = == , D2 =2

J lw(r)Pdr

T iw@pao

Za bilo koji signal w(7) koji zadovoljava da uslov da w(7)/7 — 0 za 7 — 400 se moze
pokazati da vazi [1], [12]:
drDy > 1/2 (2.12)

Prethodna tvrdnja poznata je kao princip neodredenosti u obradi signala [1], [11], [13].
Dakle, ranije razmatrani zakljucci vezani za rezolucije kod STF'T posljedica su principa

neodredenosti.

2.1.4 Metod stacionarne faze i pojam trenutne frekvencije

Neka se posmatra generalna forma signala:
z(t) = A(t)e?*® (2.13)
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U slucajevima kada se ne moze naéi jednostavna analiticka forma FT (odnosno
STFT), tada je moguée, pod odredenim uslovima, koristiti metod stacionarne faze u cilju
racunanja njene aproksimacije. U sluc¢aju kada je faza ¢(t) signala z(¢) monotona funkcija,
a amplituda A(t) dovoljno glatka funkcija, tada vazi sljede¢a aproksimacija Fourier-ovog
integrala [1], [11], [13]:

/A(t)ejd’(t)ejmdt > A(tg)e?to) g=i%o 21 (2.14)

) ¢ (to)
gdje to predstavlja rjesenje jednacine: ¢'(t9) = . Ako se posmatra integral sa lijeve
strane jednac¢ine (2.14), moze se uociti da ukoliko je faza ¢(t) — Qt podintegralne
funkcije stacionarna, odnosno ima prvi izvod jednak nuli, tada ona ima najveéi uticaj na
vrijednost integrala. Ovo vazi stoga §to se, aproksimativno gledajuci, vrijednosti integrala
na intervalima u kojima je faza nestacionarna usrednjavaju, pa integral cjelokupnog
nestacionarnog dijela tezi nuli. Ukoliko vazi da je faza ¢(t) — Qt stacionarna, to znaci
da se u datom trenutku t = to faza ¢(t) ponasa na isti na¢in kao i Qt. Drugim rijecima,
brzina promjene faze ¢(t) jednaka je frekvenciji {2 u tom trenutku. To se matematicki

zapisuje na sljedeci nacin:

dle(t) = Q)
o li—ty = 0 (2.15)
ili
¢'(t) =Q (2.16)

Posljednja relacija predstavlja formalnu definiciju trenutne frekvencije (IF) [1], [16],
[24], [25]. Metod stacionarne faze moze ponuditi jedan oblik njene fizicke interpretacije.
Potrebno je napomenuti da u slu¢aju multikomponentnih signala trenutna frekvencija
gubi fizicku, ali zadrzava matematicku interpretaciju.

Neka se signal z(t) = A(t)e’*® unutar nekog konacnog intervala, definisanog Sirinom
funkcije prozora w(7) koja sluzi za lokalizaciju signala u vremenu, odnosno frekvenciji,
moze smatrati stacionarnim. Dodatno, neka je pretpostavljeno da su promjene amplitude
unutar tog intervala zanemarljivo male, i da su varijacije faze priblizno linearne. Tada se

moze, za T koje se mijenja unutar granica prozora, pisati sljedece:
At +7) = A(t), ¢t +7) = o(t) + ¢'(t)7. (2.17)

Stoga vazi i
ot +7) = A(D)eT*Did O (2.18)

§to znaci da za 7 koje se mijenja unutar spomenutih granica, signal predstavlja ¢istu
sinusoidu u¢estanosti ¢’ (t) (buduéi da u prethodnom izrazu stoji uz 7), faze ¢(t) (pomjeraj

u odnosu na datu vrijednost 7) i amplitude A(t). Dakle, prvi izvod faze ¢'(t) predstavlja
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upravo frekvenciju signala unutar posmatranog intervala oko trenutka ¢, pa se stoga i moze
opravdano zvati trenutnom frekvencijom [1]. Dodatno, metod stacionarne faze pored
ovog fizickog tumacenja trenutne frekvencije, moze pruziti i tumacenje same Fourier-ove
transformacije. Naime, integral u (2.14) predstavlja Fourier-ovu transformaciju signala
x(t), Sto znadi da na vrijednost tog integrala u datom trenutku ¢ signal uti¢e na onoj
frekvenciji za koju vazi da je ¢'(t) = Q(t). Ovim se povezuje spektralni sadrzaj signala
na frekvenciji Q2 sa vremenskim oblikom signala u trenutku ¢ [1].

Neka se posmatra slucaj linearno frekvencijski modulisanog (LFM) signala:
z(t) = e (2.19)

gdje se za dovoljno veliko a moze koristiti metod stacionarne faze:

v , o, : 27
STFT(t,Q) = / Ty (7)e IV dr = I (20t ias (7 (2%7;27)”
:ejatZej(2ath)To€jaTgw(TO) 24ﬂ (220)
a

Kako je ve¢ pokazano da vazi da je ¢/(75) = Q, odnosno za fazu a(t + 7)? vazi da je

2a(t+19) = Q, slijedi da je 2a(t +79) = (2 — 2at)/2a. Ako se ovo uvrsti u gornju relaciju,

Q—2at\ [mj . ;
STFT(t, Q) = w (Ta) %e]aﬁe*]@atfﬂ)?/zm. (2.21)

Moduo ove STFT (u kojem ne postoje eksponencijalni ¢lanovi) pokazuje da u slucaju

dobija se:

prozora dovoljno sirokog da se moze primijeniti metod stacionarne faze, sirina STFT oko
centralne frekvencije €2 = 2at iznosi 4aT" ukoliko je funkcija prozora sirine 27". Dovoljno
girok prozor omogucava da se obuhvati dovoljno sirok dio signala tako da varijacije faze
u tom Sirokom dijelu budu dovoljno velike, pa se faza moze smatrati brzopromjenljivom
funkcijom u odnosu na amplitudu, §to je uslov koji je potreban da bi se mogao primijeniti
metod stacionarne faze. U sluc¢aju uzih prozora u vremenskom domenu (uzih u odnosu na
varijacije faze), irina STFT zavisi¢e od $irine Fourier-ove transformacije funkcije prozora.
Stoga ¢e ukupna Sirina STFT bice jednaka sumi Sirine Fourier-ove transformacije funkcije
prozora i §irine uzrokovane varijacijom frekvencije, u posmatranom slucaju 4a7. Ovo
razmatranje govori da u sluc¢aju linearno frekvencijski modulisanih signala postoji Sirina
prozora koja daje najuzu mogucu STFT, i svaka dalja promjena §irine prozora moze samo

degradirati tu optimalnu rezoluciju.
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2.1.5 Uticaj visih izvoda faze na STFT

Neka se posmatra frekvencijski modulisan signal konstantne amplitude, dat opstom

formulom
z(t) = Ae?®), (2.22)

gdje je ¢(t) diferencijabilna funkcija. Njegova trenutna frekvencija, se definise kao Q2 =

¢'(t). STFT signala x(t) racuna se izrazom:

STFT(t,Q) = / A ()3

—00

Pomjerena faza iz posmatrane STFT, ¢(t+ 7), moze se razviti u Tejlorov red, u okolini

tacke t:
-2

ot+71)=0({t)+ ¢'(t)T + qzﬁ”(t)E + ...
Tada se STFT moze zapisati kao:

72

STFT(t,Q) = Ae’*? / T SO OF (1)1

—00

_ IO pp {ej¢’<t>T} «oF'T {eﬂ"ﬁ”(“%”'} xo T {w(r)} =

= 21 AI?D5(Q — ¢/ (1)) FT {eﬂ’¢”<t>§+-~} xqW(Q)

gdje xqoznacava konvoluciju u frekvencijskom domenu. Konvolucija u frekvencijskom
domenu javlja se kao posljedica ranije spomenutog svojstva Fourier-ove transformacije,
koje govori da mnozenju u vremenskom domenu odgovara konvolucija u frekvencijskom.

Zbog c¢lanova
FT {€j¢”(t>§+g¢“’(t>g§+... }

dolazi do negativne pojave rasipanja oko trenutne frekvencije §(Q2 — ¢'(t)). Takode,
i funkcija prozora izaziva ocekivano rasipanje. Koncentracija 0(2 — ¢'(t)) se naziva
idealnom jer za datu tacku (¢, Q) u vremensko-frekvencijskoj ravni predstavlja ta¢no jednu

vrijednost.

2.1.6 Spektrogram

Kvadratni moduo STFT naziva se spektrogram i on u sustini predstavlja njenu
energetsku verziju, jer prikazuje distribuciju, odnosno raspodjelu energije signala u

vremensko-frekvencijskoj ravni [1], [13]-[26]:

SPEC(t,Q) = |STFT(t,Q)[? (2.23)
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U opstem slucaju, spektrogram ne zadrzava pozeljno svojstvo linearnosti koje
posjeduje STFT, sto se moze jednostavno dokazati matematicki. Neka se posmatra signal
oblika:

o(t) = Z zi(t). (2.24)

Njegov spektrogram u opstem slucaju nije jednak sumi spektrograma pojedinih

komponenti:
SPEC,(t,Q) = |STFT,(t,Q)]> = STFT,(t,0)STFT(t,Q)

=Y ISTFT,(t, QP + > > STFT, (t,Q)STFT;,(t,Q)

i=1 j=1 5;]1
=Y SPEC,(t,Q)+Y > STFT, (t,Q)STFT;,(t,Q), (2.25)
i=1 j=1 k=1
i#k

jer desni dio relacije (2.25) predstavlja kros-¢lanove, nezeljene komponente koje nastaju
usljed interakcije pojedinac¢nih signala [1], [15]. Ovo znaéi da ukoliko postoji preklapanje
komponenti u vremensko-frekvencijskoj ravni, tada svojstvo linearnosti STFT kod

spektrograma nije ocuvano. Medutim, ukoliko vazi da je:
STFT,,(t,Q)STFT; (t,Q) =0

za j # ki to za svaku tacku (¢, Q) u vremensko-frekvencijskoj ravni, tada se moze govoriti

o linearnosti spektrograma.

2.1.7 Diskretna STFT

Da bi se STF'T mogla numericki izracunavati, potrebno je izvrsiti njenu diskretizaciju.
Podimo od izraza za STFT analognog signala z,(t). Diskretizacija po vremenu se obavlja
odabiranjem signala z,(t) sa korakom At, tako da je t = mAt. Takode je neophodno

diskretizovati i promjenljivu: 7 = nAt. Stoga se STFT moze aproksimativno zapisati

kao:
STFT(t, Q) = / ZEa(t + T>w(7—)€—jﬂ7'd7_ ~ Z xa(nAt + mAt)w(mAt)e—ijAtAt

(2.26)
Kako bi se dobila STFT u funkciji od indeksa diskretnog vremena (pri ¢emu je i dalje
kruzna ucestanost kontinualna), neophodno je kontinualnu promjenljivu vremena svesti

na vremenski indeks 7, odnosno kasnjenje na m, sto se, u skladu sa teoremom o odabiranju
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zapisuje:
zo((n +m)At)At = x(n +m),

dok je kruznu ucestanost neophodno normalizovati, i time svesti na interval od —7 do =:
w = QAL.

Time se dobija STF'T diskretnog signala, koja je periodi¢na po frekvenciji sa osnovnom
periodom 27, $to je posljedica periodi¢nosti kompleksne sinusoide [1]. Stoga se dobija

1zraz:
o0

STFT(n,w) = Z Za(n 4+ m)w(m)e “™. (2.27)
Da bi se sprijecilo preklapanje STFT perioda, shodno teoremi o odabiranju treba da
bude zadovoljeno da je perioda odabiranja: At = 7/Qy < 7/Qy,, gdje je 2, maksimalna
frekvencija u spektru signala z,(n + m)w(m). Ilako funkcija prozora ima beskonacan
spektar, moze se pretpostaviti da je uvijek iznad neke ucestanosti €2, moguce zanemariti
frekvencijske komponente od x,(n + m)w(m), a da se time ne degradira kvalitet signala.
Posto se koristi prozor konacne sirine N = T'/At, signal je vremenski ogranicen, $to znaci
da se moze diskretizovati i u frekvenciji. Potrebno je, kao u slucaju DFT-a, uzimati
broj odbiraka veéi ili jednak od N. Ukoliko se uzima tacno N odbiraka, tada vazi da je

W= k:%r:

N/2-1
STFT(n,k) = Z x(n + m)w(m)e’j%ﬁkm. (2.28)
m=—N/2

Izraz (2.28) predstavlja diskretnu formu Short-time Fourier-ove transformacije [1], [19].
Ovaj izraz se moze racunati i primjenom algoritama za brzo izra¢unavanje, diskretne

Fourier-ove transformacije:
STFT(n, k) = FFT {xz(n+m)w(m)}. (2.29)

sto je od fundamentalne vaznosti za numericke implementacije STFT-a [1]. Operator

FFT{-} oznacava primjenu FFT algoritma za ra¢unanje datog DFT-a.

2.2 Vremensko-frekvencijske reprezentacije drugog

reda

Medu kvadratnim vremensko-frekvencijskim reprezentacijama narocito su interesantne
one koje nude mogucnost da se pomocu njih obezbijedi prikaz raspodjele energije u
vremensko-frekvencijskoj ravni. Zato su takve reprezentacije u literaturi poznate kao
distribucije. lako i spektrogram spada u ovu klasu, zbog njegove uske veze sa STFT,
opisan je ranije. Glavni razlog uvodenja drugih kvadratnih reprezentacija jeste mana

spektrograma koja se ogleda u tome da lose koncentrise energiju signala.
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Slika 2.3: Spektrogami signala (2.70)-(2.75): prva kolona - sa prozorom &irine N = 8 (16 ms);
druga kolona - sa prozorom sirine N = 32 (64 ms); tre¢a kolona - sa prozorom $irine
N = 128 (256 ms);
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Prilikom definisanja neke vremensko-frekvencijske distribucije ¢esto kao glavni uslov
stoji da ona predstavlja gustinu energije signala. Drugim rijec¢ima, energija signala unutar
malog intervala vremena At i malog intervala frekvencije A2 na bazi neke distribucije
P(t,9Q) moze se definisati kao:

E[t+ At,Q+ AQ] = P(t, Q)AtAQ. (2.30)

Zbog principa neodredenosti nemoguce je definisati energiju u odredenoj tacki (t, €2),
$to i predstavlja povod za definisanje dodatnih uslova, koje je pozeljno da distribucije
zadovoljavaju, koji su poznati kao marginalni uslovi. Prvi marginalni uslov zahtijeva
da je trenutna snaga signala jednaka integralu P(¢,€)) po kruznoj ucestanosti 2 za
odredeni trenutak vremena ¢. Drugi uslov koji treba ispuniti distribucija P(t,{2) jeste
da je spektralna gustina energije jednaka integralu P(t,2) po vremenu ¢ za odredenu
vrijednost kruzne ucestanosti 2. Analiticki, ovi uslovi se mogu zapisati izrazima koji

slijede. Energetski uslov:

1 oo o0
— P(t,Q)dtd) = dt = 2.31
2W// /|x al; (2.31)

vremenski marginalni uslov:

1 [e.e]
— / P(t,Q)dQ = |z (t)]>. (2.32)
2m
i frekvencijski marginalni uslov:
/ P(t,Q)dt = | X (Q)|*. (2.33)

U slucaju zadovoljenja bilo kojeg marginalnog uslova, zadovoljen je i energetski uslov.

Takode se uocava da marginalni uslovi ne govore nista o lokalnoj distribuciji energije u
tacki (¢, Q).

2.2.1 Rihaczek-ova distribucija

Rihaczek-ova distribucija bite spomenuta u cilju uocavanja nekih opstih koncepata, a

bi¢e korisna za dalja razmatranja. Ona se definise na sljede¢i nac¢in [1]:

RD(t,Q) = / z(t)a*(t — 1)e 7V dr. (2.34)

— 00
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Ova distribucija, iako bi trebalo da reprezentuje gustinu energije signala, ima
kompleksne vrijednosti, i rijetko se koristi za reprezentaciju nestacionarnih signala [1],
[19].

Jednacina (2.34) moze se posmatrati i kao Fourier-ova transformacija funkcije:

R(t,T) = z(t)xz*(t — 7) koja se moze shvatiti kao autokorelaciona funkcija signala x(t).

2.2.2 Wigner-ova distribucija

Wigner-ova distribucija (WD) spada u klasu kvadratnih TF reprezentacija, i ima veliki
teorijski i praktican znacaj [1], [12]-[26]. Konceptualno je preuzeta iz kvantne mehanike.
U opstem slucaju, lokalna autokorelaciona funkcija, gdje je razlika izmedu argumenata u

signalu i njegovoj konjugovano-kompleksnoj formi jednaka 7 moze se definisati na sljedeci

nacin: . .
R(t,7)=z(t+ (a+ §)T)x*(t + (o — 5)7’), (2.35)
tako da se za « = —1/2 dobija Rihaczek-ova distribucija. Moze se postaviti uslov za

pronalazenje odgovarajuceg parametra «, tako da kvadratna reprezentacija dobijena kao
FT ove autokorelacione funkcije posjeduje odgovarajuca pozeljna svojstva. Ova FT je u
literaturi poznata kao Generalisana Wigner-ova distribucija [1]. Buduéi da je veoma
pozeljno dobiti reprezentaciju koja je realna, a ne kompleksna funkcija, odnosno da
Fourier-ova transformacija autokorelacione funkcije bude realna funkcija, potrebno je
postaviti uslov Hermitske simetrije: R(t,7) = R*(t,7). Uslov ¢e biti zadovoljen za slucaj
kada je a = 0, a vremensko-frekvencijska reprezentacija koja se dobija kao Fourier-ova
transformacija ovakve autokorelacione funkcije naziva se Wigner-ova distribucija. Dakle,

ona se definise kao:

WD(t, Q) = / O (2.36)

Koristeci ranije opisane osobine FT, i polazeci od izraza za inverznu FT, dobija se

izraz za Wigner-ovu distribuciju u frekvencijskom domenu [1]:

o

WD(t, Q) = % / X(Q 4 0/2)X*(Q — 6/2)91d6.

Moze se pokazati da Wigner-ova distribucija zadovoljava marginalne uslove, a time i
energetski uslov: kako x(t+7)z*(t—7) predstavlja inverznu FT od Wigner-ove distribucije,

to za 7 = 0 vazi sljedece:
1 o0
z(t)z*(t) = |z(t)|* = o / W D(t,Q)d, (2.37)
™
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a slicno se dokazuje i drugi marginalni uslov.

Posmatrajmo LFM signal z(t) = Aedat*/2, Cilj je pokazati da Wigner-ova distribucija
idealno koncentrise energiju signala duz trenutne frekvencije. Autokorelaciona funkcija
bice jednaka:

R(t,7) = x(t + %)x*(t — %) = A%eIalt+3)"/2g—jalt=5)°/2

_ Azeja(t2+jatr+é)/26—ja(t2—jatr+§)/z _ A2pdalr (2.38)

dok se Wigner-ova distribucija svodi na:

WD(t,Q) = / A2ed T eI = / A2e =T g — 97w A%5(Q — at) (2.39)

$to predstavlja idealnu koncentraciju energije ovog signala duz trenutne frekvencije €2 =
¢'(t). Za signal oblika z(t) = A(t)e’*®) idealna vremensko-frekvencijska reprezentacija se

definige kao:
ITE(t,Q) = 2x|A)|?6(Q — ¢/(t)) (2.40)

jer energiju signala idealno koncentrise duz trenutne frekvencije.

Wignerova distribucija multikomponentnih signala

Iz definicije Wignerove distribucije uo¢avamo da je u pitanju nelinearna transformacija,
tako da sigurno nije za ocekivati da je Wigner-ova distribucija linearne kombinacije
signala jednaka linearnoj kombinaciji Wigner-ovih distribucija pojedinih signala. Naime,
kao posljedica medusobne interferencije signala, kod ove reprezentacije dolazi do pojave
nepozeljnih kros-¢lanova.

Neka je cilj prona¢i Wigner-ovu distribuciju signala
w(t) = 6(t —t;) + N (2.41)

Nadimo prvo Wigner-ovu distribuciju za delta impuls z1(t) = d(t — t1).

Autokorelaciona funkcija funkcija bi¢e jednaka:
Ri(t,7)=ax(t+7/2)x*(t —7/2) = 6(t —t1 + 7/2)0(t — t1 — 7/2). (2.42)

Odmah se zakljucuje da ¢e ovaj proizvod imati nenultu vrijednost jedino za t — t; +

7/2 =1t —1t; —7/2, odnosno za 7 = 0, jer se vrii integracija po 7. Wigner-ova distribucija
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bice sljedeceg oblika:

o0

WDy (t Q) = / A
_ / St — by +7/2)8(t — b — 7/2)e ¥ dr — 5t — 1) (2.43)

U cilju nalazenja Wigner-ove distribucije kompleksne sinusoide x5(t) = e/t moze se

napisati izraz za odgovarajuc¢u autokorelacionu funkciju:
Ry(t, T) = xo(t + 7/2) a3 (t — 7/2) = INHT/DemiN(t=7/2) _ pitur (2.44)

dok ¢e njena Wignerova distribucija biti jednaka:

WDs(t,92) = / xo(t + g)x;(t — %)e‘jQTdT = / INT =IO 1
= / e_j(Q—Ql)TdT _ 27_[_5(9 . Ql) (245>

Izrazi (2.43) i (2.45) zapravo predstavljaju idealne vremensko-frekvencijske
reprezentacije analiziranih signala. Medutim, WD ukupnog signala ¢e pored navedenih
komponenti sadrzati dodatne nepozeljne ¢lanove. Naime, njegova autokorelaciona funkcija

¢e biti jednaka:

R(t,7)=a(t+7/2)x*(t —7/2) =0(t —t; + 7/2)0(t —t1 — 7/2)
+0(t —ty +7/2)e TN L5t — ) — 7/2)I N T/
4 eI (t=7/2) i (t47/2) (2.46)

Odgovaraju¢a Wigner-ova distribucija ¢e biti, imaju¢i u vidu prethodne rezultate:

WD(t,Q) =6(t —t1) + / 5(t — ty + 7/2)e I T/D =i gp
+ / ot —t1 — T/Q)Gjﬂl(t+7/2)€_jQTdT + 27w (Q — )

— (5(t _ t1> + eI (2t=t1) ,—2jQt1 —1) + oIS (2t=t1) =520t —t1) + 27T(5(Q _ Ql)‘

Prvi i posljednji ¢lan u prethodnom izrazu se, oc¢igledno, odnose na originalne ¢lanove

signala. Dva preostala ¢lana su, oc¢igledno, nepozeljna. U opstem slucaju, ako se posmatra
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linearna kombinacija signala:

m

2(t) =Y wi(t) = 21(t) + z2(t) + 23(t) + ... + 2w ().

=1

Wigner-ova distribucija ¢e biti jednaka:

= \p* —jQr :mm TN iy TN —jor
WD(t, Q) /a:(t+2)x(t D)e ¥ dr ;;/%<t+2)xk(t D)e ¥ dr

m m % T T oo
+ZZ / z;(t+ §)xk(t— 5)6 I dr, (2.47)

gdje se uocavaju auto-clanovi - korisne komponente u distribuciji, odnosno, komponente

signala koje smo zeljeli da reprezentujemo u vremensko-frekvencijskoj ravni, date sa:

m T, T\ _iqr
W Dur(t, Q) = ; / 5yt )t = D) (2.48)
i kros-clanove, nezeljene komponente date izrazom:
- T o T\ _iqr
WDcross—terms(t7 Q) = ; kz_; / l']<t + §>$k(t - 5)6 oL dr. (249)
htj ~ %

Oni su posljedica kvadratne prirode Wignerove distribucije [1]. Pojava kros-clanova je
glavna mana WD, jer oni predstavljaju komponenete u TF ravni koje ne odgovaraju

komponentama signala.

Sopstvene interferencije kod Wigner-ove distribucije

Sopstvene interferencije (inner inrefrerences) predstavljaju jos jednu negativnu pojavu
kod Wigner-ove distribucije, koja se ogleda u tome da nastaju nezeljena rasipanja
koncentracije, odnosno nezeljene komponente, ¢ak i u slu¢aju monokomponentnih signala.
One potic¢u od nestacionarnosti samog signala. Do ove pojave ne¢e dolaziti u slucaju
stacionarnih signala i linearnih FM signala, jer je ve¢ istaknuto da je Wigner-ova
distribucija u tom slucaju idealna TF reprezentacija. Neka se posmatra nelinearni FM
signal:

z(t) = Ae?®), (2.50)
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Wignerova distribucija razmatranog signala je:

WD(t,9Q) = / ot + D)t — D) = / A2IH+E)=i0=F) =g (2.51)

Faza ¢(t + T) moze se razviti u Tejlorov red u okolini tacke ¢:

7_2

ot +7)=0(t)+ ¢ )T + ¢”(t)5 + ...

a Wigner-ova disribucija se tada moze predstaviti sljede¢im izrazom:

o0

. 1N T " 2
WD(t’ Q) _ A2 / e](¢'(t)+<;/> (t) 5+ (t)m+m)e_j(¢(t)_¢l(t)%+¢”(t)%§!_~--)e_]'QTd7—‘ (252>
Clanovi sa parnim redom izvoda: ¢(t), ¢” (t);—; ¢e se anulirati, tako da izraz za WD
postaje:
o0 ] . o) ¢(2k+1)(t) T (2k+1)
WD(t,Q) = A® / ¢ (v0m2 £, et (3) >e—jQTdT

2L R 2kt

= 2w A%5(Q — ¢ (1)) % FT {2 > m<5> . (2.53)
k=1 )

Rasipanje idealne koncentracije izazivaju, oc¢igledno, samo neparni izvodi faze §to je

poboljsanje ove reprezentacije u odnosu na STF'T gdje su bili prisutni svi izvodi.

2.2.3 Diskretna i pseudo-Wignerova distribucija

U cilju pronalazenja diskretne forme Wigner-ove distribucije, bitne sa stanovista

numerickih implementacija, signal x(t) treba odabrati sa korakom At:

WD(nALQ) = Y a(nAt + mAty At — mTAt)efﬂmAf(mAt). (2.54)

m=—0oQ

Slicno kao i u razmatranju diskretizacije STF'T, nakon odabiranja i uvodenja diskretne

frekvencije w jednoznacno definisane u intervalu [—m, 7] dobija se:

[e.o]

WD(m,w) = Z x(m + g)x*(m -

n .
YN —jwn
2)6 :

n=—oo

Ako signal ima konacan broj odbiraka N, tada se diskretna FT odabira tako da je
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Slika 2.4: Pseudo-Wigner-ove distribucije signala (2.70)-(2.75): prva kolona - sa prozorom
sirine N = 64; (64 ms) druga kolona - sa prozorom §irine N = 128 (128 ms); tre¢a
kolona - sa prozorom Sirine N = 256 (256 ms).
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w = k%’r Dobija se diskretna forma WD:

N/2-1 .
WD(n, k) = Z z(n + 3)3*(71 —
n=—N/2

@)e_jk%m.

2

U cilju implementacije Wignerove distribucije uvodi se funkcija prozora koja zapravo
povla¢i i kona¢nu vrijednost kasnjenja 7. U kontinualnom domenu pseudo-forma

Wignerove distribucije (PWD) data je sljede¢im izrazom:

o0

PWD(t,Q) = / w(Zyw(

2 et + Dyt — %)e_jQTdT (2.55)

2 2

Diskretna forma PWD u vremenskom domenu moze se jednostavno izvesti uvodenjem

smjene v = 7/2 kada prethodni izraz postaje:

PWD(t,Q) = /w(v)w*(—v)x(t+v)aj*(t—v)e_jm”dT. (2.56)
Ovaj izraz, nakon diskretizacije promjenljivih ¢ = mAt i 7 = nAt, uz uslov

zadovoljenja teoreme o odabiranju postaje:

PWD(n,Q) =2 Z_ w(mAt)w* (—mAt)z((n +m)At)z* ((n — m)At)e T2mIAAL

(2.57)

odakle se odgovaraju¢im smjenama dobija diskretna forma PWD u vremenskom domenu:

N-1
PWD(n,w) =2 Z w(m)w*(—m)z(n + m)z*(n —m)e 72, (2.58)
n=—N
Diskretizacijom prethodnog izraza po frekvenciji, uz zapazanje da je u ovom slucaju
signal neophodno preodabrati tako da ima bar dva puta vise odbiraka od uslova koji
predvida teorema o odabiranju, uvodenjem indeksa diskretne frekvencije tako da vazi
_ .27 o
w = k<57 odakle se dobija:
N-1
27
PWD(n, k) =2 Z w(n)w*(—n)z(n +m)s*(n —m)e I ¥, (2.59)

n=—N

Izraz (2.59) predstavlja diskretnu formu pseudo Wigner-ove distribucije. Ovdje

naglasimo da ¢e se u izlaganju koje slijedi koristiti ovaj oblik Wigner-ove distribucije.
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2.2.4 S-metod

Kratkotrajna Fourier-ova transformacija, odnosno spektrogram loSe koncentrie
komponente signala, osim u sluc¢aju stacionarnih signala. Sa druge strane, sa izuzetkom
slucajeva kada se komponente signala preklapaju u vremensko-frekvencijskoj ravni,
kros komponente se ne pojavljuju. Wigner-ova distribucija, koja zadovoljava dosta
pozeljnih osobina TF reprezentacija i distribucija, izmedu ostalog jako dobro koncentrise
komponente signala, a u slucaju LFM signala daje idealnu reprezentaciju. Njen glavni
nedostatak predstavlja pojava kros-komponenti u slucaju multikomponentnih signala.

Istrazivanjem veze izmedu ovih reprezentacija i u teznji da se sacuva sto vise njihovih
pozeljnih osobina, razvijen je S-metod [1], [11], [12], [15]. Pseudo-Wigner-ova distribucija

moze se rac¢unati na sljede¢i nacin:

o0

1
PWD(Q) = - / STFT(t,Q + ©)STFT*(t,9 — ©)do. (2.60)
T

—00

Prethodna relacija dovela je do definicije S-metoda:

SM(t,Q) = % / P(O)STFT(t,Q24 ©)STFT*(t,Q2 — ©)dO, (2.61)
gdje P(©) predstavlja frekvencijski prozor kona¢nog trajanja, najéesée pravougaoni, za
koji vazi da je P(©) =0, |©| > L,, pa se moze dalje pisati:

Lp
SM(t,Q) = % / P(O)STFT(t,Q + ©)STFT*(t,9 — ©)de. (2.62)
“T,

Za P(©) = 7(©) S-metod se svodi na spektrogram, dok se za P(©) = 1 on svodi
na pseudo-Wigner-ovu distribuciju. Dok je kod S-metoda akcenat stavljen na oCuvanje
auto-¢lanova, marginalni uslovi ne moraju biti zadovoljeni [1], [12].

U sluéaju multikomponentnih signala S-metod omogucava dobijanje takve
reprezentacije signala kod koje je =za svaki auto-clan postignuta koncentracija
pseudo-Wigner-ove distribucije, bez kros-¢lanova, uz pravilan odabir girine frekvencijskog
prozora P(©). Parametar L, treba odabrati tako da je prozor P(©) dovoljno sirok da
omoguéi potpunu integraciju (2.62) duz autoclanova, ali da je uzi od rastojanja izmedu
auto-¢lanova, kako bi se izbjegli kros-clanovi. Dakle, integracijom u izrazu (2.62) ¢e
se poboljsavati koncentracija auto-¢lanova sve dok © ne postane dovoljno veliko tako
da STFT(t,Q2 + ©) pripada jednoj komponenti, a STFT*(t,Q — ©) drugoj. Tada
bi integracijom njihovog proizvoda doslo do pojave kros-¢lana. U slucaju preklapanja

komponenti u nekom trenutku ¢, do pojave kros ¢lanova ¢e doc¢i samo izmedu te dvije
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komponente, za taj trenutak ¢, kao u slucaju spektrograma.

Neka se posmatra multikomponentni signal

M=

x(t) = Ty (t). (2.63)

m=1

Pretpostavimo da STFT svakog od monokomponentnih signala z,,(t) pripada regionu
D,(t,Q2), m =1,..,M, i da se ovi regioni ne preklapaju. Takode, neka je duzina m-tog
regiona po frekvenciji 2 oznacena sa 2B(t), a centralna frekvencija sa o, (t). Pod ovim

pretpostavkama, vazice da je
M
SM,(t,Q) =Y PWD,,(t,Q), (2.64)
m=1

za §irinu pravougaonog prozora P(0), definisanu sa [1]:

B, (t) — |Q = Qom(®)], (#,9Q) € D,,(¢
0, ostalo (t,£2).
Diskretna realizacija S-metoda
Diskretna forma S-metoda data je sljede¢im relacijama [1]:
Ly
SM(n,k)= > P(i)STFT(n,k+)STFT*(n, k — i) (2.66)
i:—Ld
Lq
SM(n,k) = |STFT(n,k)|* + 2Re Z STFT(n,k+4)STFT*(n,k —1)|, (2.67)

i=1

gdje je pretpostavljen pravougaoni prozor P(i) = 1, —Lg < i < Lg. Suma u prethodnoj
relaciji omogucava poboljsanje koncentracije spektrograma, do postizanja koncentracije
pseudo-Wigner-ove distribucije.

Dok je za spektrogram period odabiranja signala u skladu sa teoremom o odabiranju,
iz (2.59) je jasno da je za PWD neophodan duplo manji period odabiranja. S-metod
zahtijeva isti period odabiranja kao i spektrogram, sto je jo§ jedna znacajna prednost u
odnosu na Wigner-ovu distribuciju.

Rekurzivna relacija S-metoda, rac¢unatog sa pravougaonim prozorom P(i) glasi [1]:
SM(n,k; Lg) = SM(n,k;Lg — 1)+ 2Re [STFT (n,k +4)STFT*(n,k —1i)], (2.68)
gdje je

SM(n, k;0) = |STFT(n, k)| (2.69)
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Slika 2.5
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STFT u prvom koraku moze biti realizovana koris¢enjem FFT algoritama, ili
rekurzivnim putem, kao sto ¢e biti predstavljeno u sljedecoj glavi, sto indicira i izuzetnu

jednostavnost hardverske realizacije S-metoda.

2.3 Primjeri

Osnovni koncepti predstavljenih reprezentacija bite ilustrovani karakteristi¢nim
signalima. Signali su posmatrani u opsegu —1 < ¢ < 1 [s] i odabrani su sa periodom
odabiranja At = 0.002 [s], tako da je zadovoljena teorema o odabiranju. U slucaju
Wigner-ove distribucije signali su preodabrani, tako da imaju duplo manju periodu
odabiranja. Posmatrane su Fourier-ove transformacije, spektrogrami, pseudo-Wigner-ove
distribucije i S-metod ovih signala. Takode, na slici 2.6 su prikazani signali u vremenskom
domenu (njihov realni i imaginarni dio). Slika 2.7 prikazuje FT ovih signala. Slika 2.3
prikazuje spektrograme ovih signala, sa prozorima Sirine N = 8, (16 ms) N = 32 (64
ms) i N = 128 (256 ms) (prva, druga i tre¢a kolona, respektivno). Slika 2.4 prikazuje
pseudo-Wigner-ove distribucije ovih signala, sa Sirinama prozora N = 64 (64 ms), N = 128
(128 ms) i N = 256 (256 ms). Slika 2.5 prikazuje S-metod ovih signala, rac¢unat
koris¢enjem STFT sa duzinom prozora N = 128 (256 ms), sa vrijednostima parametra
Ly=3,L; =81 Ls=32. Analizirani signali su:

Signal 1: Posmatra se monokomponentni linearno frekvencijski modulisan signal:
ml(w _ €j40ﬂ(t+0'5)2. (27())

Sa slike 2.7 uocljivo je da se na osnovu njegovog spektra ne moze uociti linearna
promjena frekvencije tokom vremena. Na osnovu slike 2.6 uoc¢ava se da ni u vremenskom
domenu nije moguée uociti takve promjene. Na slikama 2.3 i 2.4 (prve vrste) jasno
je uocljiva ova linearna promjena. Ocigledno, prozor duzine 8 i 32 kvari lokalizaciju
ovog signala u TF ravni, §to ilustruje vaznost pravilnog odabira Sirine prozora. Pseudo
Wigner-ova distribucija najbolji prikaz daje za sluc¢aj najsireg prozora, jer je tada uticaj
prozora najmanji, i PWD je teorijski najbliza WD. Sa slike 2.5 (prva vrsta) uocljiva
je izuzetno dobra koncentracija signala primjenom S-metoda, za svaki od odabranih
parametra Ld.

Signal 2: Drugi signal je frekvencijski modulisani signal:

.%’Q(t) _ ej50€0s(57rt)+j50sin(27rt). (271)

Na osnovu Fourier-ovog spektra na slici 2.7 ne mogu se uociti bitne karakteristike
frekvencijskih komponenti, izuzev frekvencijskih opsega. Na osnovu prikaza signala u
vremenskom domenu na slici 2.6 (druga vrsta) tesko se mogu donijeti zakljucci vezani

za analizu njegovih parametara. Spektrogram sa prozorom najmanje Sirine na slici 2.3
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Slika 2.6: Realni i imaginarni dio signala (2.70)-(2.75)
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(druga vrsta) daje losu lokalizaciju signala, prozor najvece &irine (128 odbiraka) takode
lose lokalizuje signal, dok se najbolji rezultat postize prozorom girine 32. Sa druge strane,
PWD na slici 2.4 (druga vrsta) u slu¢aju kratkog prozora (Sirine 64) daje relativno dobru
lokalizaciju, odnosno lokalizaciju sli¢nu spektrogramu sa prozorom Sirine 32, dok u slucaju
prozora vece Sirine lokalizacija se nesto poboljsava, ali poc¢inju da se javljaju nezeljene
komponente kao posljedica unutrasnjih interferencija, koje u sluc¢aju prozora 256 postaju
jos izrazenije. Kod S-metoda na slici 2.5 (druga vrsta) moze se zakljuciti da se izuzetno
dobra koncentracija, uz veoma suzbijenu pojavu unutragnjih interferencija postize za Ly =
31iLys = 8. Zaslucaj kada je Ly = 32 S-metod postaje teorijski blizi WD, pa se uocava
izrazenija pojava unutrasnjih interferencija.

Signal 3: Treti signal je primjer dvokomponentnog signala, sastavljen od jedne

kompleksne sinusoide i jednog LFM signala:
z5(t) = /0D 4 gimt (2.72)

Posmatranjem vremenskog domena, na slici 2.6 (treta vrsta) moguce je donijeti
odredene zakljucke o sinusoidalnoj komponenti razmatranog signala. Medutim, analiza
u vremenskom domenu ne predstavlja adekvatan izbor za LFM komponentu signala.
Primjer dobro ilustruje osnovne nedostatke spektrograma i Wigner-ove distribucije.
Fourier-ov spektar sa slike 2.7 ne daje relevantne informacije o LFM signalu, dok se na
osnovu njega moze analizirati sinusoida. Spektrogram na slici 2.3, treca vrsta, sa prozorom
najmanje §irine, 8, veoma lose lokalizuje signal. Dodatno, u tom slucaju, usljed velikih
interferencija zbog $irine prozora u frekvencijskom domenu dolazi do izrazene pojave kros
clanova - spektrogram ne razdvaja dobro komponente. Blago poboljSanje postize se u
sluc¢aju prozora Sirine 32, iako su kros komponente jos uvijek izrazene. Prozor Sirine 128
daje najbolji rezultat i dobro razdvaja komponente, relativno dobro lokalizuju¢i signal.
Primjer i pojavu kros ¢lanova kod PWD, koji su veoma izrazeni, na polovini rastojanja
autoclanova u TF ravni (slika 2.4, tre¢a vrsta). Najbolja koncentracija autoclanova postize
se za najsiri prozor od 256 odbiraka, dok se kod prozora manje Sirine zapaza njegov 1o
uticaj na lokalizaciju u frekvencijskom domenu. S-metod ovog signala, koji je prikazan
na slici 2.5 (tre¢a vrsta) ima slabo izrazenu pojavu kros-komponente, zbog velike blizine
auto-clanova za Ly = 3. Medutim, sa povecanjem parametra Ly kros komponenta postaje
sve izrazenija, $to je moguce uociti na posmatranoj slici.

Signal 4: Ovaj signal je takode dvokomponentan, i sastoji se od polinomijalno-fazno

modulisanog (PPS) signala treceg reda i sinusoide sa Gauss-ovom amplitudom:

x4(t) _ €j1007rt3—200j7rt + 6—5t2ej407r(t+0.5)2‘ (2.73>

U Fourier-ovom domenu na slici 2.7 nije moguce protumaciti da se signal sastoji

od dvije komponente. Vremenski domen (slika 2.6), takode ne omogucava jednostavnu
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analizu ovog multikomponentnog signala. I u ovom slucaju, kod spektrograma na slici
2.3 u cetvrtoj vrsti, sa prozorom duzine 8 uocava se pojava kros c¢lanova, jer je FT
funkcije prozora previse Siroka da bi razdvojila komponente. Bolji rezultati postizu se kod
spektrograma ¢iji je prozor Sirine 32. Kod spektrograma sa najsirim prozorom postize se
relativno zadovoljavajuca koncentracija PPS signala, ali je lokalizacija Gauss-ovog signala
u vremenu loga. Cetvrta vrsta na slici 2.4 ilustruje jos jednom pojavu kros komponenti
kod PWD. Kros-¢lanovi se pojavljuju na polovini geometrijskog rastojanja izmedu
auto-clanova. Pojava kros-komponenti u slucaju S-metoda pojacava se sa povetanjem
Ly. Za L; = 3 gotovo da nema pojave kros-komponenti (slika 2.5).

Signal 5: Broj komponenti ovog multikomponentnog signala je 5. U pitanju su

kratkotrajni Gauss-ovi signali:

_ 2 4 _ _ 2 _ _ 2
$5(t) =e 500(t+0.2) €j407r(t+0.2) Te 500(¢t—0.5) e]2007‘r(t 0.5) Te 500(t+0.5) e]2007r(t+0.5)

+ e—500(t+0.5)2e—j2007r(t+0.5) + 6—500(t—0.5)2€j2007r(t+0.5). (2.74>

Izbor ovih signala je specifican: druga i tre¢a komponenti nalaze se na istoj frekvenciji,
ali se pojavljuju u razli¢itim trenucima. Cetvrta i peta komponenta pojavljuju se u istim
trenucima, ali na razli¢itim frekvencijama. Prva komponenta ne preklapa se sa ostalima
ni po vremenu niti po frekvenciji. Signal odli¢no ilustruje ¢injenicu da se analizom samo
u vremenu, ili analizom samo u frekvencijskom domenu ne mogu posti¢i dobri rezultati.
Ako se posmatra samo vremenski domen na slici 2.6, moze se diskutovati o pojavi tri
komponente (realni dio, peta vrsta na slici). Preostale dvije komponente su maskirane.
Ako se posmatra njegova FT na slici 2.7, takode se uocavaju tri komponente, dok su
dvije maskirane. Vrsta broj 5 na slici 2.3 prikazuje spektrograme ovog signala. U
slucaju prozora Sirine 8 izrazena je loSa frekvencijska lokalizacija. U sluc¢aju prozora
sirine 128 frekvencijska lokalizacija je poboljsana, ali je vremenska pogorsana. Ovim se
eksperimentalno potvrduje i princip neodredenosti. PWD ovog signala, prikazane u petoj
vrsti slike 2.4, auto-clanove koncentrisu mnogo bolje od spektrograma. Dva kros-clana su
veoma izrazena, dok su preostali kros-¢lanovi zamaskirani. Za Ly = 3 i Ly = 8, na slici
2.5 u petoj vrsti, koja predstavlja S-metod datog signala nema pojave kros-komponenti,
dok se za L; = 32 one pojavljuju.

Signal 6: Sesti eksperimentalni signal je sastavljen od sinusoide, LFM-a i

slozenoharmonijski modulisanog FM signala:

[L’ﬁ(t) _ €—j807rt + e]‘1()07r(t—i-0.1)2 + 6j50(cos(37rt)+j30sin(57rt))‘ (275)

Na osnovu amplitudskog spektra FT na slici 2.7 tesko da se mogu izvuéi informacije
o signalu. Sli¢no vazi i za vremenski domen (slika 2.6, Sesta vrsta). Kod spektrograma
u posljednjoj vrsti slike 2.3 ocekivano se za najmanju Sirinu prozora od 8 odbiraka ne

dobija dobra reprezentacija signala. Takode, suvise Sirok prozor od 128 odbiraka ostecuje
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Slika 2.7: Fourier-ove transformacije signala (2.70)-(2.75)

komponente sinusodalnog FM signala, dok se, uz pojavu kros-¢lanova, najbolji rezultat
postize prozorom od 32 odbirka. PWD u posljednjoj vrsti slike 2.4 trpi veoma izrazenu
pojavu kros-clanova, koji intenzitetom pojave i brojnosc¢u ne zaostaju za auto-clanovima.
Kod S-metoda prikazanog na slici 2.5 u Sestoj vrsti, najbolji rezultati, uz minimalnu
pojavu kros-Clanova postizu se za Ly = 3. Sa povetanjem L, postaje sve izrazenija

pojava kros ¢lanova.
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Glava 3
Rekurzivno racunanje STFT

Primjena vremensko-frekvencijske analize u praksi, naro¢ito u domenu aplikacija u
realnom vremenu (real-time) u velikoj mjeri moze biti uslovljena numeri¢kom slozenoséu
prorac¢una vremensko-frekvencijskih reprezentacija. Stoga istrazivanje mogucnosti
efikasnijeg prorac¢una predstavlja izuzetno zanimljivu i potencijalno primjenljivu temu za
istrazivanje. U ovoj glavi bi¢e predstavljen metod za rekurzivno ra¢unanje diskretne Short
Time Fourier-ove transformacije. Bite izvrsena analiza numericke slozenosti klasi¢nog
postupka za proracun ove transformacije primjenom brzih algoritama za ra¢unanje
Diskretne Fourier-ove transformacije, kao i analiza numericke slozenosti predlozenog
rekurzivnog postupka. Dodatno, bi¢e sprovedena analiza vrijednosti koraka pomjeranja
prozora za koje postoji usteda u broju operacija pri koris¢enju predlozenog metoda, i
ilustrativno predstavljena procentualna usteda u broju operacija za slucaj prozora Sirine
1024 odbirka. Zbog potencijalnog nastanka sistematske greske usljed rekurzivne prirode

proracuna, ova greska bic¢e eksperimentalno provjerena.

3.1 Klasiéni proracun STFT

Kao sto je ranije pokazano (2.28), diskretna forma STFT data je sa:

N/2-1
STFT(n, k) = Z x(n + m)w(m)e_j%km (3.1)

m=—N/2

gdje N predstavlja duzinu funkcije prozora u diskretnom vremenskom domenu.
Izraz (3.1) moze se racunati koris¢éenjem algoritama za brzo rac¢unanje DFT-a, tzv.

FFT algoritama. Ova ¢injenica moze se matematicki predstaviti na sljede¢i nacin:

STFT(n,k) = DFT {z(n+ m)w(m)}. (3.2)
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Moze se uvesti sljedeta oznaka za DFT reda N :

X(k) =S a(n)e ¥k = DFTy{z(n)}, (3.3)

=

3
I
o

gdje N predstavlja broj tacaka u kojima se racuna DFT. Reprezentativan primjer
algoritma za brzo racunanje DFT je ranije razmatrani algoritam razbijanja po frekvenciji.
Kao sto je receno, ako se FFT racuna u N = 2™ tacaka, tada se po ovom algoritmu ovaj
DFT razbija na dva od N/2 ¢lanova, jedan za parne indekse frekvencije, k = 2r i drugi za

neparne, k = 2r—+1, pa se za STFT u datom trenutku n vrsi prora¢un DF'T po formulama:

Xn(2r) = DFT yjo{z(n) + 2(n+ N/2)}
Xn(2r +1) = DFTnpp{a(n) — a(n + N/j2)} - e 77N,

a zatim se ove DF'T od N/2 ¢lanova razbijaju na DFT od N/4 ¢lanova itd. Tako se pocetna
DFT od N c¢lanova dijeljenjem na pola u m koraka razbija u potpunosti do elementarnog

mnozenja i sabiranja.

3.1.1 Numericka slozenost racunanja primjenom FFT

algoritama

Sada ¢e biti sprovedena analiza numericke kompleksnosti izraza (3.2). Neka je sa Ty
oznacen broj operacija za N odbiraka signala (odnosno prozora). Neka je pretpostavljeno
da je N = 2™, gdje je m pozitivan cio broj. Algoritam razbijanja po frekvenciji za
posmatrano N koje je stepen dvojke radi jako brzo. U jednom stepenu FFT-a postoji N
sabiranja. Mnozenje signala sa jedini¢nim pravougaonim prozorom moze se zanemariti
u analizi broja operacija. MnozZenja sa ¢lanovima 1 i -1 takode se mogu zanemariti u
ovoj analizi. Iz tog razloga je tokom date iteracije (za dati trenutak n) potrebno uraditi
N/2 — 1 mnozenja. Posto se DFT sa N ¢lanova razbija na dva DFT-a sa N/2 ¢lanova,

ukupan broj operacija u jednoj iteraciji bice jednak:
Ty =2Tnp+N+N/2-1 (3.4)

Kako vazi sljedece:
N =2" N/2=2m"1 (3.5)
dobijena diferencna jednacina se moze zapisati kao:

Ty — 2Tt = gzm ~ 1. (3.6)
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Karakteristicna jednac¢ina homogenog dijela je A — 2 = 0. Odgovaraju¢e homogeno
rjeSenje je oblika T, = A2™, gdje je A konstanta. Zbog jednostavnijeg odredivanja
partikularnog rjeSenja, zanemaricemo oduzimanje jedinice od nehomogenog dijela
jednac¢ine. Partikularno rjesenje, zbog poklapanja nule karakteristicne jednacine sa
izloziocem u nehomogenom dijelu bice oblika 7, = am2™, gdje je a konstanta. Nakon
uvrstavanja partikularnog rjesenja u polaznu jednacinu (3.6) dobija se konstanta a = %
Odredivanje druge nepoznate konstante vrsi se uz pocetni uslov 7y = 0, i dobija se da
je A = 0. Stoga je rjesenje jednacine (3.6): T,, = 3m2™. Kako je, na osnovu (3.5)
m = log, N, uz zanemarivanje mnozenja jedinicom u zadnjem koraku razbijanja, dolazi se
do sljedecteg broja operacija potrebnih za racunanje STFT u jednom trenutku n, pomocu

DFT primjenom brzih algoritama, imajuéi u vidu (3.5):

Ty = N(glogQN )41 (3.7)
STFT se moze racunati za svaki diskretni trenutak vremena n u sluc¢aju signala velike
nestacionarnosti, dok se kod relativno stacionarnih signala, odnosno signala kod kojih
su varijacije frekvencije u vremenu dosta male unutar koris¢enog prozora, STFT moze
racunati nakon svakih [ odbiraka, gdje je [ pozitivan cio broj. Ako se STFT racuna u
trenutku n, tada je sljedeci trenutak u kojem se ona racuna n+ (. Ovakav pristup se cesto
primjenjuje u praksi.
lIako izraz (3.2) omoguéava racunanje STFT primjenom brzih algoritama za DFT,
u slucaju aplikacija u realnom vremenu, gdje je neophodno da se rezultati proracuna
dobijaju na najbrzi moguci nacin, postoji motivacija za uvodenje metoda za ubrzavanje
racunanja STFT. Jedan pristup ovoj problematici je rekurzivni metod. Rekurzivno
racunanje STFT bitno je sa stanovista hardverske implementacije ove, i nekih drugih
vremensko-frekvencijskih reprezentacija. Cilj je smanjiti numericku kompleksnost izraza

(3.1), to jest ukupnog broja operacija potrebnih za njegovo ra¢unanje.

3.2 Rekurzivni metod za rac¢unanje STFT

U literaturi je poznato da je izraz (3.1) u sluc¢aju jediniénog pravougaonog prozora

w(m) duzine N odbiraka moze rac¢unati po formuli:

N N .
STFTR(’I’L,]C> = {L‘(n + E — ]_) — x(n _ 5 _ 1) (_1)k€]27rk/N

+ STFT(n — 1, k)e?>*/N (3.8)

Za rac¢unanje STFT u trenutku n koristi se STFT izracunata u trenutku n — 1, kao i
dva odbirka signala u trenucima n + N/2 —-1in — N/2 — 1.

U slucaju da funkcija prozora w(m) predstavlja Hanning-ov ili Hamming-ov, veé je
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receno da se STFT moze izracunati pomoc¢u STFT dobijene za pravougaoni prozor na

sljedeci nacin:
STFT(n, k) =a1STFTgr(n,k—1)+ acSTFTr(n, k) + a;STFTg(n,k + 1)

gdje su koeficijenti: (a_1,ap,a1) = (0.25, 0.5, 0.25) (a_1,a0,a1) = (0.23, 0.27, 0.23) dati
za Hanning-ov i Hamming-ov prozor respektivno.

Spomenuta analiza odnosi se na rekurzivno rac¢unanje STFT za svaki uzastopni
trenutak n, gdje je naredni trenutak dat sa n + [, gdje je [ = 1.

Neka je sada [ pozitivan cio broj koji predstavlja korak po vremenskom indeksu n.
STET treba racunati u trenucima n + [. Cilj je do¢i do relacije ekvivalentne relaciji
(3.8) koja ¢e omoguéiti rekurzivno racunanje ovakve STFT. Potrebno je pokazati i
za koje vrijednosti koraka [ ima smisla racunati STF'T na ovaj nacin, to jest, kolika
je maksimalna vrijednost koraka za koju postoji usteda u numerickoj kompleksnosti
koris¢enjem rekurzivnog pristupa za rac¢unanje STFT, u odnosu na njeno racunanje
primjenom FF'T algoritama.

Izraz (3.1), u slucaju jedini¢nog pravougaonog prozora w(m) moze se napisati na

sljedeci nacin:

N/2-1-1 N/j2-1
STFT(n, k) = Z z(n +m)e I RPm 4 Z z(n + m)e I RPm
m=—N/2 m=N/2-1
~N/2
— Z a:(n—i—m)e_j%km
m=—N/2—1

Uvodenjem smjene: m; = m + [ u prvoj sumi, smjene m; = m — N/2 + [ u drugoj

sumi i smjene m; = m + N/2 + [ u trecoj dobija se:

N/2—1
STFT(n.k)= >  a(n—1+ my)e I R Rm=D

mi=—N/2

-1
+ Z z(n+my — 1+ N/Q)e_j%ﬂk(mﬁwz_l)

m1=0
-1
27
— Z z(n +my — 1 — N/2)e I ¥ km=N/2-0)

m1=0

gdje prva suma predstavlja STFT racunatu u trenutku n — [, pomnozena sa ¢lanom
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eI2mk/N - sto nakon sredivanja dovodi do formule:

-1
STFT(n, k) = > /NSTFT(n — 1, k) + (—=1)*e >N 3" w(n +m — | + N/2)e 7 FFm
m=0
-1

- (—1)k6_j27rk/NZ z(n+m—1— N/2)e_j2ﬁ7rkm (3.9)

m=0

Izraz (3.9) pokazuje da je STFT u trenutku n moguce ra¢unati pomo¢u STFT ra¢unate
u trenutku n—1 i dodatnih 2/ odbiraka signala x(n). Moze se uociti da se za | = 1 formula
(3.9) svodi na formulu (3.8).

3.2.1 Analiza broja racunskih operacija

Sada je potrebno naé¢i numericku kompleksnost predlozene rekurzivne formule (3.9).
Moze se uociti da je u jednoj iteraciji postoji IV - [ operacija za jednu sumu od [ ¢lanova,
isto toliko operacija za drugu sumu od [ ¢lanova, kao i N mnozenja eksponencijalnog

¢lana el2mk/N

sa STF'T rac¢unatom u trenutku n — [. Dodatno, neopodno je odraditi 2/V
sabiranja (odnosno oduzimanja) samih suma. Dakle, ukupan broj operacija potreban za

racunanje izraza (3.9) za posmatrani trenutak n iznosi:

Ty = (20 + 3)N (3.10)

Sada se moze pronaci vrijednost koraka [ za koju ¢e postojati usteda u broju operacija
(3.10) racunanjem STFT po formuli (3.9) u odnosu u odnosu na broj operacija pri
racunanju primjenom FFT algoritama, dat izrazom (3.7). Dobija se da usteda u broju
operacija predlozenim metodom postoji ukoliko korak u vremenu [ zadovoljava sljedeci

uslov:

3
[ < ZIngN -2 (3.11)

Za razlicite vrijednosti &irine prozora N u tabeli 3.1. date su maksimalne vrijednosti

koraka [ za koje postoji usteda u broju operacija.

Tabela 3.1: Maksimalne vrijednosti koraka [ za koje postoji usteda u broju operacija
primjenom predlozenog rekurzivnog metoda u zavisnosti od duzine prozora u

STFT
N Imax
128 3
256 4
512 4
1024 5
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Tabela 3.2: Procentualni dobitak u broju operacija primjenom predlozenog rekurzivnog
metoda u odnosu na broj operacija direktnom primjenom FFT-a za ra¢unanje
STFT, za N = 1024

dobitak
65.24%
50%
35.71%
21.43%
7.14%

‘OT%CO[\')»—“N

U tabeli 3.2 predstavljena je procentualna usteda u broju racunskih operacija
primjenom uvedene formule, za §irinu prozora N = 1024 odbirka. Uocavamo se da za
vece vrijednosti koraka [ usteda u broju operacija postaje sve manja, zato §to sume od [
¢lanova u formuli (3.9) postaju sve veée, to jest, neophodno je izvrsavati sve vise sabiranja

u svakoj iteraciji.

3.2.2 Analiza greske usled rekurzije

Numericki eksperimenti pokazali su da greska koja se akumulira zbog rekurzivne
prirode formule (3.9) ima jako male vrijednosti i linearno raste sa brojem iteracija,
§to znaci da i u slucaju signala jako velike duzine postoji opravdanost za koristenje
predlozenog rekurzivnog metoda.

Primger 4.1 Posmatra se signal s(n) koji predstavlja kompleksni bijeli Gausov sum
od 100000 odbiraka, pri ¢emu su varijanse realnog i kompleksnog dijela jednake jedinici.
Realni i imaginarni dio ovog Suma su statisticki nezavisne velicine. Uzeto je da je prozor
sirine N = 128 odbiraka, a korak [ = 3. Greska se racuna kao srednja vrijednost kvadrata
modula razlike izmedu ST FT(n, k) racunate po formuli (3.2) i STFT,.x(n,k) racunate

po formuli (3.9), odnosno:
e(n) = E[|STFT(n,k) — STFT,.(n, k)|?]

Na slici 3.1 pod a) prikazana je greska iz opisanog eksperimenta.

Primger 4.2 Posmatra se greska e(n) za signal
z(n) = s(n) + exp(5000; sin(27n,/20000)),

pri ¢emu je s(n) kompleksni sum istih karakteristika kao u prethodnom eksperimentu. Na
slici 3.1 pod b) prikazana je greska iz opisanog eksperimenta. U oba sluc¢aja uocava se

linearni karakter rasta greske, dok je njena maksimalna vrijednost reda 10723,
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&n)

&n)

Slika 3.1:

-23

x 10 a)

10

N x 10"
x 10"

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
10

n 4
x 10

Numericka greska koja nastaje pri racunanju STFT po predlozenom rekurzivnom
postupku.  Posmatrani signal je: a) bijeli Gauss-ov Sum, b) sinusoidalno
frekvencijski modulisan signal kome je dodat $um analiziran pod a)
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Glava 4

Algoritam za odredivanje periode

micro-Doppler-a

Svoju znacajnu primjenu vremesko-frekvencijska analiza ima u obradi radarskih
signala [27]-[31]. U ovoj glavi bi¢e predstavljen algoritam za jednostavno odredivanje
perode micro-Doppler-a, primjenom STFT. Buduéi da je ve¢ predstavljen metod za njeno
rekurzivno izraCunavanje, postoji opravdanost primjene ovakvog algoritma u radarskim
aplikacijama u realnom vremenu, imaju¢i u vidu ranije sprovedene analize numericke
kompleksnosti.

Odredivanje periode micro-Doppler-a moze imati veliku primjenu u problematici

odredivanja osobina, identifikacije i klasifikacije nepoznatih meta.

4.1 Pojam micro-Doppler-a i TF analiza

Radari su uredaji koji sluze za detektovanje objekata, njihovog pravca kretanja i
udaljenosti primjenom elektromagnetnih talasa na radio frekvencijama. Radar emituje
radio talas sa usmjerene antene. Svi objekti u dometu radara apsorbuju jedan dio ove
energije, dok se drugi dio reflektuje. Radari posjeduju prijemni dio, koji reflektovane
signale prima, a zatim na osnovu njihovih karakteristika odreduje karakteristike objekata
i njegovog kretanja. Objekat koji se posmatra naziva se meta. U reflektovanom
signalu, u odnosu na poslati, doslo je do promjena odredenih karakteristika - amplitude,
frekvencije, pojavljuje se kasnjenje, i sli¢no, sto se u radarskoj tehnici koristi za odredivanje
karakteristika mete i njenog kretanja. Pojava micro-Doppler-a (m-D) u radarskim
signalima nastaje kao posljedica mehanickih vibracija ili rotacija radarskih meta i njihovih
djelova. Manifestuje se u obliku frekvencijskih modulacija regularnog Doppler-ovog
pomjeraja u primljenom signalu. Doppler-ov pomjeraj (shift) je pomjeranje komponenti
u frekvencijskom domenu, nastalo kao posljedica poznatog Doppler-ovog efekta (koji se
manifestuje promjenom frekvencije usljed relativnog kretanja predajnika i prijemnika),

i koje se u radarskoj tehnici od velikog znacaja sa stanovista primjene [21]-[31]. Ove
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modulacije, koje se detektuju u vidu varijacije frekvencije Doppler-a poznate su pod
nazivom micro-Doppler [27]-[31]. Buduéi da je micro-Doppler veoma vezan za same
karakteristike mete, moze se koristiti za njihovu identifikaciju. Da bi se mogao analizirati,
m-D mora biti odvojen od tzv. rigid-body-ja, odnosno stacionarnog dijela radarskog
signala. Algoritmi koji se za ovo koriste ve¢ su predlozeni u literaturi.

Pojednostavljeni model radarskog signala sa m-D efektom koji nastaje kao posljedica
rotacionog kretanja djelova mete ili reflektora koji vibriraju po sinusoidalnom zakonu

moze se predstaviti na sljedeci nacin:

s(t) = exp(j27 fot + jfé sin(27 f,t + ¢)). (4.1)

Trenutna frekvencija je prvi izvod faze ovog signala po vremenu:

£ =20 — L (1 Acos(enfu + @) = fo+ 5(0). (1.2
gdje fo predstavlja Doppler-ovu frekvenciju nastalu zbog kretanja mete, dok je f,(t) =
Acos(27f, + ¢) dio koji se odnosi na m-D, koji je nastao kao posljedica vibrirajuéih (ili
rotirajucih) djelova radarske mete. Cilj ovog razmatranja je estimacija frekvencije f,.
Tako je u ovom modelu koris¢en sinusoidalni signal za periodi¢ni dio [ F', bice pokazano
da se moze procijeniti frekvencija proizvoljnog peirodi¢nog dijela (m-D).

Kao sto je u prethodnim razmatranjima rec¢eno, vremensko-frekvencijske reprezentacije
koncentrisu energiju signala duz trenutne frekvencije u TF ravni. Neka se posmatra
diskretni zasumljeni signal z(n) = s(n) + p(n), gdje je deterministicki dio s(n)
predstavlja odgovaraju¢u diskretnu verziju kontinualnog FM signala (4.1). Takode,
neka je pretpostavljeno da je u(n) kompleksni, stacionarni proces srednje vrijednosti
nula, sa statisticki nezavisnim realnim i imaginarnim dijelom, koji imaju jednake

2. Ukupna varijansa ovog $uma je, dakle 20%. Takode, neka je TFR(n,k)

varijanse, o
vremensko-frekvencijska reprezentacija signala x(n).

Kao sto je ve¢ pokazano u drugoj glavi teze, diskretna vremensko-frekvencijska
reprezentacija je 2D funkcija od vremena i frekvencije, odnosno matrica dimenzija N x L,
gdje je N duzina (trajanje) signala, a L predstavlja broj diskretnih frekvencijskih tacaka.
m-D se pojavljuje kao periodi¢ni dio trenutne frekvencije u T F R(n, k). Njegovi djelovi se
periodi¢no ponavljaju tokom vremena, i to ponavljanje se moze detektovati direktno u TF
ravni. Potrebno je izdvojiti dio TF ravni, i zatim ga pomjerati duz vremenskog indeksa
n, pri tome ga poredeci, za svaki trenutak n, sa dijelom TF ravni koji u tom trenutku
pokriva. Na taj nac¢in mogu se detektovati vremenski trenuci u kojima se izdvojeni dio
TF ravni ponavlja.

Neka se posmatra prvo slucaj nezasumljenog signala, tj. z(n) = s(n). Neka je

odabran dovoljno sirok dio reprezentacije TFR(n,k), odnosno, njena podmatrica sa
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dovoljno velikim brojem kolona i istim brojem vrsta. Zatim se tako izdvojena podmatrica
pomjera u vremenu n preko originalne T'F R(n, k). Izdvojeni dio (podmatrica) se mnozi
sa odgovaraju¢im dijelom TFR(n,k) iste veli¢ine, za posmatrani trenutak n, i svaki
clan dobijenog proizvoda se sabira. Zatim se ovaj postupak ponavlja za svaki trenutak
n. Spomenuta suma ¢e se koristiti kao mjera slicnosti izmedu izdvojenog dijela, i
odgovarajuéeg dijela T'F R(n, k) za dati trenutak n, jer ¢e biti najveca kada su ovi djelovi
isti, ili skoro isti. Iza ovog zakljucka lezi ¢injenica da su TF reprezentacije koncentrisane
oko trenutne frekvencije, §to znaci da su im vrijednosti najvece oko nje, dok su u ostalim
tackama bliske ili jednake nuli. Ukoliko se IF' u izdvojenom dijelu potpuno poklapa sa IF
u odgovarajuéem dijelu TF R(n, k) za dato n, tada ée svaka tacka na trenutnoj frekvenciji
i u njenoj okolini biti pomnoZzena sa istim vrijednostima. Medutim, ukoliko se posmatrane
IF ne poklapaju, vetina tacaka iz jedne matrice bi¢e pomnozena sa malim vrijednostima,
ili nulama iz druge matrice.

U slucaju zasumljenog signala x(n) = s(n) + u(n), stoji ¢injenica da ¢ée se bijeli
Gauss-ov sum uniformno rasporediti duz cijele TF ravni. Posto su sve tacke, ukljucujuéi
i one na trenutnoj frekvenciji uniformno kontaminirane Sumom, to nec¢e promijeniti
¢injenicu da ¢e razmatrana mjera slicnosti biti i dalje najve¢a na mjestima poklapanja
IF. Kao sto ¢e kasnije biti pojasnjeno, ovo je razlog zbog kojeg ¢e predlozeni algoritam

davati veoma dobre rezultate i u prisustvu jakog Suma.

4.2 Predlozeni algoritam

Algoritam za estimaciju periode m-D moze se predstaviti sljede¢im koracima:

Korak 1. Izracunati vremensko-frekvencijsku reprezentaciju T'F R(n, k) signala x(n).
TFR(n, k) je matrica dimenzija N x L.

Korak 2. Odabrati dio TFR(n,k), koji predstavlja matricu dimenzija p X L,
sastavljenu od prvih p kolona matrice TF R(n, k). Za svaki diskretni trenutak n izracunati

mjeru slicnosti:

i)
L
~
L

M(n) = TFR(,K)TFR(n + 1, k). (4.3)

Il
o
B
I

Korak 3. Prona¢i lokalne maksimume u nizu M (n) koji su iznad praga odredenog sa

©M (0), odnosno elemente niza M (n) koji zadovoljavaju uslov:

—_
~
—_

p— _

M(n) > ©M(0) =0 TFR*(l,k). (4.4)

l 0

Il
=)
B
Il

Korak 4. Za svaki maksimum interpolirati tacke oko maksimuma parabolom, i
pronaci poziciju maksimuma u toj interpolaciji. Parabolicka interpolacija omogucava

potencijalno povecanje ta¢nosti estimacije trazene periode. Naime, buduéi da se razmatra

61



diskretni signal z(n), postoji moguénost da na mrezi diskrentnih indeksa n ne postoje sve
tacke za koje bi poklapanje posmatranog dijela TFR i njenog odgovarajuceg dijela koji
se koristi za proracun (4.3) bilo najvete, zbog same prirode odabiranja signala. Ove
tacke se mogu nalaziti negdje pored postojetih tacaka lokalnih maksimuma, izmedu
diskretnih trenutaka n. U tom slucaju ¢e u Koraku 3 biti odabran skup lokalnih
maksimuma u nizu M (n), medu kojima ima onih koji se nalaze okolinama trenutaka gdje
je spomenuto poklapanje vrijednosti najvece. Parabolicka interpolacija omogucava da
se kroz posmatrani skup tacaka oko detektovanih lokalnih maksimuma provuce parabola
koja ¢e, ukoliko je trenutak preklapanja na mrezi indeksa n imati maksimum bas u toj
tacki, a ukoliko to nije slucaj, detekcijom njenog maksimuma se pronalazi pravi trenutak,
koji nije na mrezi. Upotreba parabolicke interpolacije naroc¢ito dobija na znacaju kada se
TFR(n, k) ne racuna za svaki trenutak n, ve¢ izmedu susjednih tacaka prora¢una postoji
rastojanje [;. Tada vjerovatnoca da se maksimumi ne nalaze na mrezi indeksa n za koje
je reprezentacija racunata raste sa povecavanjem koraka /.

Korak 5. Rastojanje izmedu dva uzastopna maksimuma predstavlja diskretnu
periodu micro-Doppler-a, T, = 1/f,. Njena vrijednost u sekundama [s] dobija se
mnozenjem sa korakom odabiranja At koji je koris¢en pri diskretizaciji kontinualnog
signala s(t).

Broj kolona p treba da bude odabran tako da za signal koji ima aproksimativno m
perioda, broj kolona p bude aproksmativno 25/m procenata od ukupnog broja kolona
u matrici TFR(n, k). Ovaj zakljucak je dobijen heuristicki, i predstavlja preporuku,
a upotrebljivi rezultati mogu biti dobijeni i ako pogrijesimo u odabiru broja kolona p.
Aproksimaciju m broja perioda moguce je dobiti direktno posmatrajuci TF reprezentaciju.
Na primjer, ukoliko je broj perioda razmatrane TFR oko 2, parametar p treba da bude
10% od ukupnog broja kolona matrice T'F'R(n, k), u slu¢aju procijenjene Cetiri periode
on treba da bude 5% i tako dalje.

Nivo praga © zavisi od odnosa signal-sum u signalu x(n). Veée vrijednosti praga se

mogu koristiti za vece vrijednosti SNR, dok se prag treba spustiti u slu¢aju nizih SNR.

4.2.1 Analiza numericke slozenosti

Numericka slozenost algoritma bi¢e procijenjena za slucaj kada je TFR(n, k) =
STFT(n,k). Zasignal duzine N odbiraka, i prozor duzine L odbiraka slozenost proracuna
STFT primjenom FFT algoritama procijenjena je u trecoj glavi teze (3.7). Za slucaj kada

se prorac¢un vrsi sa korakom [, po vremenskom indeksu n ona iznosi:

N 3
T, = 7 (L(5logoL = 1) + 1), (4.5)
k

Numericka slozenost primjenom predlozenog rekurzivnog algoritma (3.9), pri ¢emu se
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proracun vrsi sa korakom [ izmedu trenutaka n iznosi:

Ts = (2l + 3)% (4.6)
U koraku 2 postoji pL mnozenja i isto toliko sabiranja, pa je broj operacija u
ovom koraku jednak 2pL. Posto je u Koraku 3 algoritma neophodno pronaci lokalne
maksimume, neophodno je izvrsiti bar N operacija sabiranja prilikom kretanja kroz niz
(inkrementiranje indeksa niza). Broj operacija potrebnih za interpolaciju parabolom,
imajuc¢i u vidu da se ona vr§i na osnovu bliskih tacaka, bite zanemaren. Racunanje
rastojanja izmedu dva susjedna maksimuma zahtijeva svega jednu operaciju pa i to moze
biti zanemareno.

Dakle, procjena ukupnog broja operacija razmatranog algoritma iznosi:

N N
Ty =T, + 2pL— + —

. 4.7
T (4.7)

U slucaju kada se koristi STFT ra¢unata primjenom FFT algoritama, procjena

slozenosti je:
N, 3 N N
TSTFT = —(L(—lOg2L — 1) + 1) + 2pL— —+ —.

U slucéaju kada se koristi rekurzivna STFT rac¢unata po formuli (3.9) procjena

(4.8)

slozenosti iznosi: IN NN
TRSTFT = (2lk -+ 3)— -+ 2pL— + —.
I I Iy

Maksimalna usteda u broju operacija primjenom rekurzivnog metoda za racunanje

(4.9)

STFT (3.9) u odnosu na rac¢unanje primjenom FFT algoritama data je u tabeli 3.1.
Porede¢i (4.8) i (4.9) zakljucuje se da je usteda ista i u predlozenom algoritmu.
Procentualna usteda u broju operacija za prozor Sirine . = 1024 uz p = 50 data je u
tabeli 4.1. Vrijeme izvrSavanja algoritma, za signal duzine M = 2256 i prozor S§irine
L = 256 odbiraka dato je u tabeli 4.2 za nekoliko razli¢itih koraka [. Za svaku vrijednost
koraka proracun je ponovljen 100 puta, a zatim su dobijeni rezultati usrednjeni. Teorijski
je ocekivano, na osnovu rezultata u tabeli 3.1 da do ustede u broju operacija dode u slucaju
kada je [ < 4. Potrebno je napomenuti da je u dobijeno vrijeme izvrSavanja ukljuceno
i vrijeme potrebno za poziv pomoénih funkcija pri racunanju algoritima. Simulacija je
izvrsena na racunaru sa procesorom Intel(R) Core(TM) i3-2330M sa 2.20GHz i 4GB
RAM-a.

4.3 Primjeri

U primjerima ¢e biti koris¢ena STF'T, kao ilustrativna TF reprezentacija. Buduci da

moze biti realizovana rekurzivno, u skladu sa razmatranjima u prethodnoj glavi, njeno
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Tabela 4.1: Procentualna usteda u broju operacija algoritma za estimaciju periode m-D-a
primjenom predlozenog rekurzivnog metoda u odnosu na broj operacija
direktnom primjenom FFT-a za rac¢unanje STFT, za L = 1024

usteda
63.83%
49.65%
35.46%
21.27%
7.09%

‘(‘.ﬂﬂkww}—““‘

Tabela 4.2: Vrijeme izvrsavanja algoritma za rac¢unanje periode m-D-a primjenom FFT
algoritama za rac¢unanje STFT i primjenom rekurzivne STFT u prvom koraku
za signal duzine N = 2256 odbiraka i prozor §irine L = 256 odbiraka

[ 1 2 3 4 5 6
FFT 0.64s 0.24s 0.10s 0.05s 0.03s 0.01s
RSTFT | 0.31s 0.20s 0.19s 0.18 0.17s 0.17s

koris¢enje na ovom mjestu predstavlja i ilustraciju primjene ranije uvedenih rekurzivnih
algoritama. Za testiranje su korisc¢eni sinteticki signali koji posjeduju karakteristike realnih
radarskih signala u kojima postoji efekat m-D.

Primjer 4.1. Razmatra se zaSumljeni sinusoidalno modulisani FM signal sa

periodi¢nom IF koja reprezentuje pojavu m-D efekta:
z(n) = exp(j0.6sin(2w fyn + 7/3)/ f,/2 + j0.27n) + v(n) (4.10)

duzine N = 512, ¢ija je diskretna frekvencija modulacije f, = 1/150 (frekvencija m-D).
Signal je kontaminiran bijelim kompleksnim Gauss-ovim Sumom srednje vrijednosti nula.
Odnos signal sum je 10 dB. Posmatranjem modula STFT na slici 4.1 pod a) moze se
zakljuciti da je aproksimirani broj perioda micro-Doppler-a 3. Posmatranjem STF'T ovog
zaSumljenog signala perida m-D se ne moze precizno odrediti, zbog lose koncentracije
usljed funkcije prozora STFT-a, kao i zbog oStetenja nastalih usled prisustva Suma.
Procijenjeni broj kolona je p = 43. Normalizovana mjera slicnosti prikazana je na istoj
slici pod b). Rastojanje izmedu dva uzastopna maksimuma iznosi T, = 149.3451.

Primjer 4.2. Posmatra se zasumljeni FM signal opisan relacijom:

x(n) = exp(j0.6 sin(27n/ f, + 7/3))
x exp(j0.1sin(67n/f, +7/3)/(fs/2) + j0.27n) + v(n) (4.11)

¢ija je f, = 1/150, gdje je SNR = 10 dB a $um je bijeli, kompleksan i Gauss-ov, kao u
primjeru 4.1 Na slici 4.1 pod c) prikazan je |STFT(n, k)| posmatranog signala (4.11). Ovaj

primjer takode ilustruje ¢injenicu da odredivanje periode IF nije jednostavno vizuelnim
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Slika 4.1: Estimacija periode micro-Doppler-a. Prva kolona: |STFT(n, k)| signala iz primjera
4.1-4.5 ; druga kolona: dobijene normalizovane mjere koncentracije.
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posmatranjem TF reprezentacije. Normalizovana mjera sli¢nosti prikazana je na istoj slici
pod d). Dobijena perioda T, = 149.3450 predstavlja rastojanje izmedu dva uzastopna
maksimuma, kao §to je oznaceno na slici.

Primjer 4.3. Naslici 4.1 pod e) data je |STFT(n, k)| zasumljenog FM signala ¢ija je IF
periodi¢na. Predlozeni algoritam je upotrijebljen za odredivanje periode m-D. FM signal
je ostecen kompleksnim, bijelim Gauss-ovim Sumom, pri ¢emu je SNR=35 dB. Za razliku
od prethodnih primjera, u ovom sluc¢aju se pored maksimalnih vrijednosti mjere sli¢nosti
(ista slika, pod f)) kao funkcije od n pojavljuju znacajno velike vrijednosti u drugim
trenucima, izvan maksimuma. Ovaj primjer ilustruje koliko moze biti zna¢ajno pravilno
odabiranje praga. Prag je odabran tako da sprecava uticaj spomenutih vrijednosti na
estimaciju periode. Procijenjena vrijednost periode je T, = 149.9558.

Primjer 4.4. Razmatra se multikomponentni zasumljeni FM signal z(n) = z1(n) +
xo(n) + x3(n) + v(n), gdje je f, = 1/150. Signal se sastoji od jednog LFM signala ¢ija IF
nije periodi¢na:

z1(n) = 0.5exp(—j70.6n?/512 + j0.57n), (4.12)

jedne kompleksne sinusoide ¢ija je frekvencija 0 (dakle, konstantna):
x9(n) = 0.5exp(j0), (4.13)
i od jedne komponente sa periodi¢cnom IF:

x3(n) = exp(j0.6 sin(2w f,n + 7/3))/(f./2)
x exp(j0.1sin(67 fyn + 7/3)/3)/(f»/2) X exp(j0.27n). (4.14)

Signal je zasumljen kompleksnim bijelim Gauss-ovim Sumom, pri ¢emu jeSNR =
10dB. Slika 4.1 pod g) prikazuje |[STFT(n,k)| zasumljenog signala z(n), dok je
odgovarajuéa mjera sli¢nosti data na istoj slici pod h). Kao sto je i o¢ekivano, neperiodi¢ne
komponente signala x(n) su poremetile maksimume mjere slicnosti, ali, sa pogodnim
odabirom praga, algoritam i dalje veoma dobro odreduje periodu m-D. Njena estimirana
vrijednost je T;, = 150.0735.

Primjer 4.5. Posmatra se vremenski ogranic¢en ¢irp signal s(n), kod kojeg je f, =
1/150 :

{ exp(j0.67 fyn? — j0.5mn),0 < n < T,
s(n) =

0, ostalo n

Neka je dat diskretni zasumljeni signal x(n) koji se sastoji od 5 signala s(n) :

= 3" s(n—m/f,) + vin).

m=0

Signal je kontaminiran bijelim kompleksnim Gauss-ovim sumom, sa SNR = 10 dB.
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Slika 4.1 pod i) prikazuje |STFT(n, k)| signala z(n) u prvih 512 tacaka, dok je na istoj slici
pod j) prikazana normalizovana mjera slicnosti. Period m-D 7" = 149.4715 je procijenjen

kao rastojanje izmedu dva uzastopna maksimuma.

4.4 Eksperimentalna MSE analiza

Predlozeni algoritam je testiran u uslovima kompleksnog bijelog Gauss-ovog Suma,
statisticki nezavisnim realnim i imaginarnim dijelom. VrSena je procjena periode m-D
signala (4.11) iz primjera 4.2, gdje je f, = 1/150 frekvencija micro-Doppler-a. SNR
je variran u opsegu od -10 dB do 20 dB. Za svaku vrijednost SNR-a eksperiment je
ponovljen po 100 puta. U algoritmu je koris¢ena parabolicna interpolacija. Racunata
je relativna vrijednost greske u procjeni frekvencije m-D, data odnosom procijenjene i
zadate vrijednosti, a zatim su rezultati usrednjavani za svaku pojedina¢nu vrijednost
SNR-a. Slika 4.2 prikazuje dobijenu srednju kvadratnu vrijednost relativne greske u

procjeni frekvencije micro-Doppler-a. Relativna greska ra¢unata je po formuli:
T,
MSE =F {|—|2} (4.15)
T;

gjde je sa T, oznaCena estimirana vrijednost periode m-D primjenom predlozenog
algoritma, a sa Ty = 1/f, je oznacena prava (zadata) vrijednost ove periode u signalu
iz eksperimenta.

Na slici je oznaceno da je do vrijednosti SNR od oko 4 dB dobijena greska maksimalno

10%. Daljim smanjivanjem SNR-a greska se povecava.

10"

10°

10%

10"

10° b E

RdaivnaM SE

.37 1
10 ¢ E

,47 1
10 ¢ 3

| | | | |
-10 -5 0 5 10 15 20
SNR[dB]

Slika 4.2: Rezultati MSE analize predlozenog algoritma. Horizontalna linija oznacava do koje
najnize vrijednosti SNR-a je MSE ispod 10%
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Glava 5

Estimacija prvog izvoda faze i

definisanje novih reprezentacija

Vremensko-frekvencijske reprezentacije mogu biti definisane na bazi estimacije prvog
izvoda faze koris¢enjem razli¢itih relacija za aproksimaciju. U tu svrhu neophodno je
uvesti koncept idealne TF reprezentacije. Opravdanost takvog matematickog pristupa
bice pokazana kroz primjer nekih kvadratnih distribucija. Bolja ta¢nost aproksimacije
izvoda povlaci i vetu koncentraciju signala duz trenutne frekvencije u reprezentaciji
baziranoj na ovoj aproksimaciji. Primjenom ovog postupka bice definisana nova
vremensko-frekvencijska reprezentacija, koja posjeduje poboljsanje u smislu koncentracije
signala u TF ravni, na racun numericke kompleksnosti. Nakon toga, u cilju smanjenja
pojave nepozeljnih kros-clanova, bice predlozena implementacija reprezentacije bazirana
na konceptima ogranic¢enih konvolucija, odnosno bazirana na pristupu koji se koristi u
S-metodu. Na kraju, bice predlozena implementacija reprezentacije rekurzivnim putem,
bazirana na konceptima rekurzivne STFT prezentovane u trecoj glavi, i konceptima
S-metoda, koja objedinjuje smanjenje numericke slozenosti i ocuvanje visoke koncentracije

auto-clanova originalne reprezentacije, uz znacajno smanjenje pojave kros-komponenti.

5.1 Idealna vremensko-frekvencijska reprezentacija
Neka se posmatra generalna forma monokomponentnog signala
z(t) = A(t)e’*®, (5.1)

pod pretpostavkom da su varijacije amplitude signala znacajno manje u odnosu na
varijacije faze, odnosno, |A'(t)| < |¢/(t)|. Idealna vremensko-frekvencijska reprezentacija
na najbolji moguéi na¢in koncentrise energiju signala u vremensko-frekvencijskoj ravni duz

njegove trenutne frekvencije, koja je definisana kao prvi izvod faze signala po vremenu,
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odnosno [1]:

Q) = %f). (5.2)

Dakle, u skladu sa prethodnom definicijom trenutne frekvencije, idealna
vremensko-frekvencijska reprezentacija bi trebalo da na trenutnoj frekvenciji predstavlja

delta impuls, odnosno, njena definicija je
ITFE(t,Q) = 27| A)|?6(Q — ¢'(1)). (5.3)

Jedan od aktuelnih problema u vremensko-frekvencijskoj analizi jeste pronalazenje takve
reprezentacije, koja je po svojim karakteristikama $to je moguce bliza ITF. Problem se
moze intrerpretirati i na sljedeci nac¢in: potrebno je pronaci transformaciju signala koja ce
se koristiti za dobijanje reprezentacije oblika (5.3). Lako se odreduje da je ITF Fourier-ova

transformacija funkcije oblika:
R(t,7) = |A()?e O, (5.4)

jer vazi sljedece:

/R(t,T)ejde: / |A(t)|zej¢,(t)Te*jQTdT

YO / IO O g — o ABPS(Q - 6 (1) (5.5)

—00

5.2 Kvadratne reprezentacije

Primjeri poznatih distribucija: Wigner-ove i Rihaczek-ove ilustruju opravdanost

ovakvog teorijskog pristupa. Poznato je da se prvi izvod moze racunati na sljede¢i nacin:

vty e D=0l =) _ dolt

: "2 0(6"(1)) (56)

gdje O(¢" (7)) oznacava da je greska u aproksimaciji prvog izvoda faze reda veli¢ine drugog

izvoda faze po promjenljivoj 7. Ako se izraz (5.6) uvrsti u formulu (5.4), dobija se funkcija
oblika:

R(t,7) = |A() 22 O7 = |A() 2775707 = A(R)e D (A()P* ) = a(t)a*(t — 7),
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jer je A(t) ~ A(t+ 1), ¢ija je FT po promjenljivoj 7:

RD(t,w) = /R(t,T)ej“TdT = /:U(t)x*(t—T)ejde. (5.7)

zapravo Richaczek-ova distribucija. Kao $to je poznato ova distribucija se ve¢ kod signala
¢ija je faza polinom drugog reda karakteriSe rasipanjem oko trenutne frekvencije, §to je
posljedica greske u aproksimaciji prvog izvoda faze.

Wigner-ova distribucija moze se dobiti istim postupkom, na osnovu sljedece

aproksimacije prvog izvoda faze:

o)~ AEEZNED) A o)

Ponavljajuéi isti postupak, dobijamo, uz A(t) ~ A(t + 7):

j¢(t+%)—¢(t—%)T

R(t,7) = AX(t)el® O = A2(H)ei ™=

= AW AWHD) = a(t+ Dt - )

Fourier-ova transformacija prethodnog izraza predstavlja Wigner-ovu distribuciju:

WD(t,Q) = / R(t,7)e ¥ dr = / x(t + %)x*(t _ g)e_jQTdT.

Uvodenjem prozora po 7 u prethodnoj formuli, dobija se pseudo-Wigner-ova distribucija
(PWD), oblika:

PWD@Qﬁi/wgﬂ@+;ﬁ@—;€mWT

Kako iz formule vidimo da je sada greska u aproksimaciji prvog izvoda faze reda veli¢ine
treceg izvoda faze, postaje jasno da ¢e Wignerova distribucija za signale ¢ija se faza moze
predstaviti polinomom najvise drugog reda, kao sto je poznato u literaturi, dati idealnu
koncentraciju, dok ¢e za slucaj signala cija je faza polinom reda veteg od dva nastupiti

ocekivano rasipanje koncentracije.

5.3 Opsti pristup odredivanju estimatora trenutne

frekvencije

Aproksimacija prvog izvoda faze (IF) moze se izvrsiti koriséenjem [1]:

bt +ar) o)

) T dt

+0(8(7)). (5.8)
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Imajuéi u vidu prethodna razmatranja, i formulu za autokorelaciju (5.4) koja daje

ITF, generalna forma odgovarajuée autokorelacione funkcije (5.8) bi glasila:
R(t,7) =]]="(t + ) (5.9)

gdje je uz pretpostavku o sporopromjenljivoj amplitudi u odnosu na fazu bez gubitka
opstosti razmatranja zanemarena amplituda signala x(t). Generalna forma distribucije

zasnovane na aproksimaciji (5.8) predstavlja FT autokorelacione funkcije (5.9):

GD(t,Q) = /R(t,T)e_jQTdT:/Hmb"(t—l—cn)e_jmdr (5.10)

Razvojem u Tejlor-ov red izraza b;¢(t + ¢;7) u okolini tacke ¢, moze se do¢i do
koeficijenata b; i ¢;, na osnovu rezultuju¢eg sistema jednacina. Spomenuti razvoj u
Tejlor-ov red se moze zapisati kao:

(c;7)? N

bip(t+cT) ~ b@(t)+b,-¢’(t)cn+bi¢”(t)7+bi¢ DR +hi6® (1)

(ciT )4

4l

+... (5.11)

Potrebno je postaviti uslove koje trazeni koeficijenti treba da zadovoljavaju:

1. Suma koeficijenata uz ¢(t) treba da bude jednaka nuli, kako bi se ponistio direktan
uticaj faze signala na datu reprezentaciju;

2. Suma koeficijenata uz ¢'(t) treba da bude jednaka jedinici, jer je cilj estimacija
prvog izvoda faze;

3. Suma koeficijenata uz ostale izvode faze u redu (5.11) treba da bude jednaka nuli
(do zeljenog reda, odnosno Zeljene ta¢nosti aproksimacije) kako bi se ponistio uticaj visih

izvoda faze do zeljenog reda.

5.4 Predlozena reprezentacija viSeg reda

Razmatranja iz prethodnih poglavlja posluzice kao motivacija za posmatranje jo$
jedne aproksimacije prvog izvoda faze, u cilju definisanja distribucije koja bi mogla dati
idealnu koncentraciju i za slucaj signala ¢ija se faza moze predstaviti polinomima do reda
Cetiri, Sto profiruje klasu signala za koje se mogu dobiti izuzetno dobre koncentracije
u vremensko-frekvencijskoj ravni, u odnosu na rezultate dobijene primjenom Wigner-ove
distribucije. Medutim, ova poboljsanja dobice se na ra¢un povecanja slozenosti distribucije
i problema koje to sa sobom moze nositi.

Imajuéi u vidu generalnu formulu (5.8) za razvoj estimatora prvog izvoda, kao i uslove

koje koeficijenti b; i ¢; treba da zadovoljavaju, dobijenih posmatranjem Tejlor-ovog reda
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(5.11) i uzimajuéi u obzir zeljenu ta¢nost, dobija se sistem jednacina:

by + by +bs+by =0
bici + bacg + bscs + bycy = 1
by} + bacs + bscs + byci =0
bic3 + bych + bscs + bych = 0. (5.12)

Dakle, uz navedene uslove, imaju¢i u obziru pravila diferenciranja polinoma, ukoliko se
faza signala moze predstaviti polinomom maksimalno ¢etvrtog reda, greska u aproksimaciji
njenog prvog izvoda bice jednaka nuli, jer bi, na osnovu Tejlor-ovog reda (5.11) tek peti
izvod faze (koji je jednak nuli) imao uticaj na njenu tacnost. Ukoliko reprezentacija treba
da bude realna (odnosno da odgovarajuéa autokorelaciona funkcija posjeduje Hermitsku

simetriju), neophodno je da bude zadovoljeno:

by = —by, 1 =—cy
by = —by, c3 = —cy,
pa se sistem jednacina svodi na:
1
b101 + b303 = 5 (513)
bics + bscy = 0. (5.14)

Ocigledno, u pitanju je sistem od dvije jednacine i ¢etiri nepoznate. To znali da

prethodni sistem moze omoguciti razvijanje klase reprezentacija. Ukoliko se pretpostave

vrijednosti by = 1 i b3 = 8 tada slijedi uz uslove za Hermitsku simetriju da je by =
—by = —11iby = —b3 = —8. Tada sistem jednacina (5.13) i (5.14) ima jedinstveno rjesenje
- koeficijente ¢; = —1/6 i ¢3 = 1/12. Preostala dva koeficijenta dobijaju se iz uslova
o =—c; =1/61cy =—c3 =—1/12. Na osnovu foormule za aproksimaciju (5.8) dobija
se:

ot —71/6) — 8p(t — 7/12) + 8p(t + 7/12) — ¢(t + 7/6)

T

Q) = ¢'(1) =

_ do(t) 5
= + 0(¢¥(1)) (5.15)

Analogno prethodnim razmatranjima, dobija se funkcija:

R(t,7) = a(t — %)x*s(t . 17—2)908(75 + é)x*(t + %), (5.16)

¢ija Fourier-ova transformacija daje I'TF, odnosno, dobija se idealna koncentracija duz

trenutne frekvencije, kod onih signala ¢ija je faza polinom maksimalno petog reda. Dobija
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se, dakle, vremensko-frekvencijska reprezentacija definisana sljede¢im izrazom:

o0

PD(t,Q) = / R(t,7)e I dr

_ T8 T8 T\ T\ —jor 1
/x(t Dt = T ) eI dr (5.17)

Buduéi da u realizacijama treba razmatrati kona¢no kasnjenje 7, moze se definisati forma

ove TF reprezentacije sa funkcijom prozora w(r), ograni¢enog trajanja:

PD(t,Q) = / w(é)x(t - %)x*% - 17—2):68(7: + 17—2):0*@ + %)e*j% (5.18)

Sa stanovista numerickih implementacija, znacajno je pronaéi diskretnu formu ove

reprezentacije. Uvodenjem smjene v = 7/12 prethodni izraz postaje:

PD(t,Q) =12 / w(v)z(t — 20)x*®(t — )23 (t + v)a*(t + 20)e 7 dy

—0o0

Diskretizacija po vremenu se obavlja odabiranjem signala x(t), tako da je t = mAt, a

takode je neophodno diskretizovati i promjenljivu 7 = nAt:

PD(nAt, Q) = 12 i w(mAt)z((n — 2m)At)x**((n — m)At) x (5.19)
x 23((n +m)At)z*((n + 2m)At)e F12MMA AL, (5.20)

gdje je At period odabiranja. Nakon uvodenja odgovaraju¢ih smjena za signale iz
prethodne formule, i imajuéi u vidu definiciju diskretne frekvencije [5, 6] w = QAt, dolazi

se do:
PD(n,w) =12 3" wm)e(n — 2m) x a8(n — m)e®(n +m)a* (n + 2m)e 9",

Sto predstavlja formu predlozene TF reprezentacije za diskretne signale. Uoc¢imo da
je PD(n,w) periodi¢na po w sa periodom 7/6, i da period odabiranja ovdje treba da
bude, u cilju sprecavanja aliasing-a At = 1/(12 fax), gdje je fmax maksimalna ucestanost
u spektru signala x(n). To znaéi da ¢e sa funkcijom prozora istog trajanja kao kod

Wigner-ove distribucije, PD(n,w) zahtijevati Sest puta vise odbiraka. Diskretizujuéi
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frekvenciju pomo¢u w = 7k /6N, dobija diskretna formu predlozene reprezentacije:

6N—1 .
PD(n,k) =12 Z w(m)z(n — 2m)z** (n — m)ad(n + m)z*(n + 2m)e” "~ (5.21)
m=—6N

5.4.1 Osnovna svojstva predloZene reprezentacije

Sada ¢e biti navedene neke od osobina predlozene reprezentacije. Prije svega, ona je
realna, jer za funkciju R(t, 7) iz (5.16) vazi svojstvo Hermitske simetrije, $to je i iskoriséeno
postavljanjem uslova za aproksimaciju by = —by, ¢ = —c9, by = —by, c3 = —cy4. Dakle,
vazice:

R(t,7) = R*(t,—7)
a poznato je da je Fourier-ova transformacija funkcije sa ovim svojstvom ¢Cisto realna

funkcija. Zato se moze pisati:
PD*(t,Q) = PD(t,)

Jos jedno bitno svojstvo jeste da za signal pomjeren u vremenu, z1(t) = z(t —to), vazi da

se dobija reprezentacija pomjerena za istu vrijednost u vremenu:

Lako se pokazuje i da za signal x1(t) = x(t)e’%! vazi sljedece svojstvo (pomjeranje po
frekvenciji):

5.4.2 Primjeri

Primgjer 5.1. Posmatraju se kompleksni signali sa polinomijalnom fazom (PPS) u
intervalu —1.5s <t < 1.5s. Signali su odabrani sa periodom odabiranja At = 0.001 gdje
je koris¢en Hanning-ov prozor Sirine 0.2s.

e PPS signal drugog reda (LFM): x(t) = '8~ 10jmt,

e PPS signal treceg reda: x(t) = !9t ~15j7t* 20t

o PPS signal cetvrtog reda: z(t) = ef32mt" —i32nt*+j10mt |

e PPS signal petog reda: x(t) = e22/mt*~10jnt*~15nt*~20jrt

Buduéi da je faza signala a) - d) polinom reda manjeg od ¢etiri, na osnovu izlozene

teorije otekuje se idealna koncentracija duz trenutne frekvencije, sto je i eksperimentalno
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Slika 5.1: PD(t,Q) karakteristi¢nih polinomijalno-faznih signala iz primjera 5.1. Vrijeme je
zadato u sekundama, a frekvencija u radijanima u sekundi.

potvrdeno. U posljednjem signalu faza je polinom petog reda, ali je i uprkos tome
koncentracija signala i dalje dobra. Na slici 5.1 a) - d) prikazane su PD(€2,t) ovih signala.

Primjer 5.2. Posmatra se signal sa slozenoperiodicnom modulacijom:

J}(t) _ 6j127r sin(mt)+j27 cos(4dnt+m/3) (5.22>

u intervalu —1s <t < 1s. Signal je odabran sa periodom odabiranja At = 0.001s.

PD(Q,1) je prikazana na slici 5.2 pod a). Koriséen je Hanning-ov prozor trajanja 0.2s.
Predlozena reprezentacija i u ovom sluc¢aju jako dobro koncentrise signal duz trenutne
frekvencije. U cilju poredenja kvaliteta koncentracije, na slici (5.2) pod b) prikazan je
spektrogram istog signala pododabranog sa faktorom 12, gdje je koris¢en Hanning-ov
prozor trajanja 0.08s, i pseudo-Wigner-ova distribucija (slika 5.2 pod c))istog signala
pododabranog sa faktorom 6, uz koris¢enje Hanning-ovog prozora duzine 0.2s.

Ovo je slucaj signala ¢ija faza ne moze biti predstavljena polinomom konacénog reda,
tako da ne ocekujemo idealnu reprezentaciju signala. Sa slike 5.2 se ipak vidi da je ova
reprezentacija daje vecu koncentraciju u odnosu na spektrogram i Wigner-ovu distribuciju.
Na slici 5.2 pod a) se moze uociti rasipanje koncentracije, koje je reda veli¢ine petog izvoda

faze. Za posmatrani signal ovaj izvod dat je formulom:

¢ (t) = 1275 cos(nt) — 20487 sin(4nt 4+ 7/3).

[6)



a) PD(tW) b) PWD(tW)

W[10° radig
w[10° radig

-1 -05 0 05 1 -
t t

c) SPEC(t,W) d) PD(tW)

W[10° radig
W[10° radig

-1 -0.5 0 0.5 1 -
t t
Slika 5.2: a) PD(t, Q) slozenoperiodi¢no modulisanog signala iz primjera 5.2; b) Spektrogram
sinusoidalno modulisanog signala iz primjera 5.2; ¢) PWD sinusoidalno modulisanog
signala iz primjera 5.2; d) PD(t,€2) sinusoidalno modulisanog signala iz primjera
5.2 zagumljenog bijelim sumom.

Najvece rasipanje dobice se kada je‘ O (t) } maksimalan, jer nizi izvodi faze nemaju uticaja
na rasipanje.
Primger 5.3. Posmatra se signal (5.22). Dodat je kompleksni bijeli Gausov sum srednje

vrijednosti nula. Varijansa realnog i imaginarnog dijela Suma su jednake, a odnos signal

Sum je 20dB.
Izracunata PD(t,€)) prikazana na slici 5.2 pod d). Koriséen je Hanning-ov
prozor trajanja 0.25 s. Na slici 5.2 pod d) mogu se uociti komponente koje

predstavljaju kros-¢lanove izmedu korisnog signala i suma. One su posljedica visokog

reda reprezentacije.

5.5 Realizacije predlozene reprezentacije

Veoma izrazena pojava kros ¢lanova kod reprezentacije date izrazom (5.18), koji su
posljedica njenog visokog reda, moze biti znac¢ajno smanjena ili u nekim slucajevima
potpuno eliminisana koris¢enjem pristupa zasnovanog na S-metodu. Takode, numericku

slozenost implementacije je mogué¢e smanjiti koris¢enjem rekurzivne realizacije STFT date
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izrazima (3.8) i (3.9).

5.5.1 Realizacija primjenom ogranic¢enih konvolucija

Podimo od definicije pseudo forme reprezentacije PD(t,(2), za slucaj jedini¢nog

pravougaonog prozora w(7) =1, =T/2 < 7 < T/2, koja je data sljede¢im izrazom:

T/2
PD(t,Q) = / ot — %)x*% - 17—2)938@ + é)az*(t + %)e*j%. (5.23)
-T/2

Imajuéi u vidu svojstvo (1.55) FT kontinualnog signala, prethodni izraz moze se

tumaciti kao konvolucija u frekvencijskom domenu, za posmatrani trenutak ¢:
PD(t,Q) = Ry2(t,Q) xq Ry6(t, ), (5.24)

gdje su uvedene sljedece oznake:

Ro2(t,Q) = FT{x(t — %)x*(t + %)}, i (5.25)
Roo(t, Q) = FT{z*3(t — 17-—2)338(15 + %)}. (5.26)

Izraz (5.25), takode imajuéi u vidu svojstvo (1.55) FT kontinualnog signala, moze se

predstaviti konvolucijom:
R2(t,Q) = STFT,(t,Q) *, STFT,(t,), (5.27)

gdje je STFT,(t,Q) = FT{x(t — %)} i STFT,(t,Q) = FT{2*(t + %)}
Ukoliko se uvedu oznake STFT,(t,Q2) = FT{z*(t—5)} i STFT»(t,Q) =
FT{z(t+ )}, kao i:

WD,(t,Q) = FT{z*(t — 17—2):70(15 + 17—2)} = STFT(t, Q)+, STFTu(t,Q),  (5.28)

izraz (5.26) ¢emo predstaviti pomocu konvolucija po frekvenciji:
Ry6(t,Q) = WD,(t,Q) %, WD,(t,Q) x, WD,(t,Q) %, WD,(t,Q). (5.29)

Pretpostavimo su komponente u STFT,5(t,2) lokalizovane, tako da je vrijednost
STFTy(t,2) na bilo kojoj frekvenciji €y u vezi sa drugim vrijednostima ST F T, (t,2)
samo unutar lokalnog frekvencijskog regiona [Q9 — Q/2,Qy + Q1 /2]. Drugim rijecima,
to znac¢i da vrijednosti ST FT,,(t,2) koje su daleko od €2y nijesu u vezi sa vrijednostu
STFT,(t,2) u tacki €. Primjer takvog signala je multikomponentni signal ¢ije su

vrijednosti unutar regiona koji su uzi od opsega €2;. Tada vrijednosti jedne komponente
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signala nijesu u vezi sa vrijednostima drugih komponenti tog signala, u posmatranom
trenutku ¢. Treba primijetiti da ovdje nema pretpostavki o lokaciji centralnih frekvencija
Qo, koje se u slucaju nestacionarnih signala vremenski mijenjaju. Naglasimo da
pretpostavka o lokalizaciji ne povlaci i pretpostavku da su vrijednosti STFT,5(t,2)
razlicite od nule samo unutar spomenutog regiona [y — /2, Qp + Q/2]. U slucaju
multikomponentnih signala svaka komponenta ima svoj odgovarajuci region.

Uzimajuc¢i u obzir da se koristi simetrican jedini¢ni pravougaoni prozor, ekvivalentna
analiza vazice i za STFT,(t,Q) = FT{r*(t — %)}, za posmatrani trenutak t. Zbog
pojave operatora konjugovanja i imajuéi u vidu definiciju FT (1.43) komponenta koja se
u STFT,»(t,§2) nalazi na ucestanosti 2y nalazi¢e se na toj ucestanosti i u ST FT,5(t,2).
U cilju dobijanja izraza (5.29), prvo ¢e biti analizirano dobijanje izraza na bazi definicije
konvolucije (1.52):

WD, (t,Q) = STFT(t,Q) %, STFT,s(t, Q)

1 o0
-5 / STFT,u(t,®)STFTya(t,Q — )dw. (5.30)
Uvodenjem smjene w; = /2 — w/2 prethodni izraz postaje:
. 1 T Q (7] Q (7]
WD) = 1 / STETplt, 5 + ST Ta(t, 5 — dwr. (5.31)

Uzimajuéi u obzir uvedenu pretpostavku o lokalzaciji komponenti u ST FT,»(t,2)
i STFT,5(t,2), granice konvolucionog integrala mogu se promijeniti na sljede¢i nacin
(imajuéi u vidu da konvolucija §iri frekvencijski region dva puta u odnosu na region u
STFT,(t,), odnosno ST FT,5(t, ) sirine Qr):

Qr,
1 QA w Q w
WD) = / STFTalt, 5 + S)STFTa(t, 5 — S)dm.  (5.32)
—Qp

Prethodni izraz se moze interpretirati kao ogranicena konvolucija. Ekvivalentno
razmatranjima vezanim za definiciju i znacenje izraza za S-metod (2.62), postavljanje
odgovaraju¢ih granica u integralu (5.32) znacajno ¢e uticati na smanjenje pojave
kros-¢lanova izmedu onih vrijednosti reprezentacije koje su udaljene vise od 2€2;,. Kako je
region od interesa za ST FT,»(t,(2), odnosno ST FT,»(t,§2) bio [ — Qr/2, Q0 + Q1/2],
region od interesa za izraz (5.32) postaje [2Q — Q0,20 + Q).

Ekvivalentno dosadasnjem razmatranju, u cilju dobijanja izraza (5.29) prvo je
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potrebno odrediti sljedeci izraz:
R,a(t,Q2) = WD,(t,Q) x, WD,(t,Q)

1 o0
=5 / WD, (t,w)WD,(t,Q) — w)dw. (5.33)
7r

Uvodedéi istu smjenu kao u prethodnom izvodenju, i imajuci u vidu Sirinu konvolucije

dvije reprezentacije W D, (t,2), dobija se:

20,
1 Q w Q w
Q) =— D, ) o 5 D, ' o o ) 34
Roa(1,0) = - / WDt 5 + YWDt — 2 )i (5.34)
—20,
pri ¢emu je sada region od interesa: [4Qy — 2,400+ 2Q,]. Slicno prethodnim

razmatranjima, izraz:

Rus(t, Q) = Rpa(t, Q) %, Rpa(t, Q) =

40,

1 Q w Q0 w

= E Rx4(t, 5 + E)Rz4(t’ 5 — E)dw, (535)
—4Q7,
ima region od interesa [8Qy — 4€2.,, 80 + 4Q,], dok ciljni izraz:
Ro6(t,Q) = Rys(t, Q) %, Rys(t, Q) =
L Q 0

w w

—8Q;,

ima region od interesa [16€y — 8y, 16§y + 8y ].

Pri odredivanju izraza za racunanje (5.27) neophodno je naéi vezu regiona
za STFT,;(t,Q2) 1 STFT,(t,Q2) sa odgovarajuéim regionima [ — 21/2,Q + Q1 /2]
transformacija ST FT,(t,Q) 1 STFT,5(t,2). Posmatranjem definicija STFT,,(t,Q2) =
FT{z(t—¢)} i STFT,(t,Q) = FT{x*(t+ %)} prvo se moze zakljuciti da ce
STFT(t,Q2) i STFT,(t,€2) imati komponente u istom regionu, imajuéi u vidu
simetri¢nost jedini¢nog pravougaonog prozora i definiciju FT (1.43), kao $to je
to bio slucaj i sa STFT,(t,Q2) i STFT,(t,Q). Stoga se moze posmatrati
STFT,(t,Q) = FT{x*(t+ %)} sa jedne strane, Ciji je region potrebno povezati
sa regionom [Qy — /2,0 +Qp/2] koji odgovara STFT(t,Q) = FT{z(t+ {5)}.
Zbog operatora konjugovanja, frekvencijska osa u STEFT(t,€2) bi¢e obrnuta u odnosu
na frekvencijsku osu u STFTp(t,Q), a uzimaju¢i u obzir odnos kasnjenja 5 i f,
lako se zakljucuje da ¢e komponenti u STFT,(t,€2) na centralnoj ucestanosti g

odgovarati komponenta na centralnoj ucestanosti —2€ u STFT,;(t,€2), dok ¢e njena
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girina biti duplo veta u odnosu na Sirinu €, komponente u ST FT,»(t,€2). Stoga se
zakljucuje da je odgovarajuci region od interesa za ST F'T,;(t,€2), odnosno ST FT,(t,2):
[—2Q0 — Qp, —2Q + Qz].

Izraz (5.27) moze biti racunat na sljede¢i nacin, na osnovu prethodnih razmatranja

vezanih za ogranicene konvolucije, i Sirine dobijenog regiona od interesa:

Ry2(t,Q) = STFT(t, Q) %, STFTy(t, Q)
2Q7,

1 0
= / STFT(t, 5 +

—20,

)STFT(t, % - %)dw. (5.37)

w
2

Region od interesa za R,2(t,(2), u odnosu na regione od interesa za ST FT,(t,<?),
odnosno ST FT,»(t, ) stoga postaje: [—4Qy — 2Q,, —4Qy + 2.

Konac¢no, formula za realizaciju predlozene reprezentacije (5.23) racuna se kao
ogranicena konvolucija R,2(t,2) sa R,i6(t,€2), pri ¢emu treba za obije funkcije omoguéiti

integraciju duz dobijenih lokalnih regiona:

PD(t,Q) = Ry (t, Q) +q Ruo(, Q)
1 80y, 0
== | Relt—7 - %)Rxm (t,Q — w)de. (5.38)

—8Qy,

U cilju prezentovanja diskretne forme ovog pristupa, za fiksan trenutak ¢ posmatraju
odbirci signala z(t — %), 2*(t+ %), 2*(t — 5) i @(t + {5), dobijeni diskretizacijom po
promjenljivoj 7. Pretpostavlja se upotreba pravougaonog prozora w(n) duzine N
odbiraka. Procedura za racunanje diskretne forme reprezentacije (5.23) opisana je
sljede¢im algoritmom:

Korak 1: Izracunati diskretne signale x,1(n),zp1(n), zn2(n) 1 xp2(n) odabiranjem
signala x(t — %), 2*(t + %), 2*(t — 3) i 2(t + {3) po promjenljivoj 7, respektivno. Zatim
izracunati odgovarajuce FT oznacene sa: STFT,,(t, k) = DFT{x,1(n)}, STFT,(t, k) =
DFT{x,(n)}, STFT,s(t,k) = DFT{x,2(n)} i STFT»(t,k) = DFT{x,(n)}, za
~N/2<k<N/2-1.

Korak 2: Izracunati WD, (t, k) = DFT{x,2(n)z(n)} koris¢enjem konvolucije:

WD,(t,k) = STFTy(t,p)STFTa(t, k — p). (5.39)
p

Slicno kao u analizi realizacije u analognom domenu, i ovdje uvedimo pretpostavku da
su komponente u STFT,,(t, k), odnosno ST FT,(t, k) lokalizovane u domenu diskretne
frekvencije, odnosno da je komponenta koja se nalazi na bilo kojoj diskretnoj frekvenciji
ko povezana samo sa lokalnim komponentama unutar regiona [ko — L, ko + L]. Sli¢no

razmatranju u analognom domenu, komponenta na ucestanosti kg se nalazi u istom regionu
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i za STFT,(t, k) i za STFT, (t, k), pod pretpostavkom simetri¢nog pravougaonog
prozora. To znaci da ée u sumi (5.39) za svako k biti koris¢en samo region [k — L, k + L].
Posto ovo razmatranje vazi i za STFT,,(t, k) i za STFTy(t, k), granice za p u (5.39)
dobijaju se eliminisanjem kg iz sistema nejednacina: kg — L < p < kg + L i ko — L <
k—p<ky+ L:

k/2—L<p<k/2+ L. (5.40)

Komponenta koja se nalazi na ucestanosti ko u STFT,(t, k) i STFT,(t, k), u
dobijenoj WD,(t, k) nalazi¢e se na ucestanosti 2kg, u regionu: [2ky — 2L, 2ky + 2L].
Konvolucija WD, (t, k) ¢e imati ukupno 2N — 1 frekvencijskih odbiraka.

Korak 3: Ekvivalentnom procedurom kao u Koraku 2, potrebno je izracunati

konvolucije:
Ryi(t, k) = DFT{WD(t, k)} = Zp W Dy (t,p)W Dy(t, k — p), (5.41)
Rys(t,k) = DFT{R%(t, k)} = Zp Rya(t,p)Rya(t, k — p), i (5.42)
Ryis(t, k) = DFT{R%(t,k)} = Zp Rys(t, p)Rys(t, k — p). (5.43)

Na osnovu sli¢ne analize kao u Koraku 2, za konvoluciju (5.41) se zakljuc¢uje da su
granice za p date sa: k/2 — 2L < p < k/2 4 2L, pri ¢emu komponenta u R, (t,k)
koja odgovara komponenti na ucestanosti kg u STFT,(t,k) i STFT,(t, k), nalazi¢e se
u regionu [4ko — 4L, 4ko + 4L]. Konvolucija R,(t, k) imaée 2N — 1 +2N —1 -1 =
4N — 3 frekvencijskih odbiraka. Sli¢no, odgovarajuc¢a komponenta u R, s(, k) nalazice se
u regionu [8kg — 8L, 8ko + 8L], pri ¢emu su granice za p pri racunanju izraza (5.42) date
sa: k/2—4L < p < k/2+ 4L, dok rezultujuca konvolucija Rs(t, k) ima 8N — 7 odbiraka.
Za konvoluciju Ry (t, k) = DFT{x5,(n)x3,(n)} granice za p su: k/2—8L < p < k/2+8L.
Odgovarajuca komponenta nalaziée se u regionu [16kg — 16L, 16ky + 16L], dok je ukupan
broj odbiraka 16 N — 14.

Korak 4: Sada je potrebno izrac¢unati konvoluciju:

Ry2(t,k) = DFT{STFT,(t,k)STFT,(t,k)} =
= STFTu(t,p)STFT(t, k - p). (5.44)
p

Na osnovu izlozene analize u analognom domenu, sli¢no kao u slucaju ST FT,(t, k)
i STFT,(t k), vazice da se posmatrana komponenta iz STFT,(t,k) nalaziti u
istom regionu i na istoj ucestanosti kao odgovaraju¢a komponenta u ST FT,(t, k).
Odgovaraju¢a komponenta koja se u ST FT,(t, k), odnosno u STFT,,(t, k) nalazi na
ucestanosti kg, kao sto je razmatrano u Koraku 2, u STFT,,(t, k), odnosno ST FT,,(t, k)
nalazite se u regionu [—2kg — 4L, — 2ko+ 4L]. Prilikom ra¢unanja konvolucije (5.44),

koris¢enjem identi¢ne analize kao u Koraku 2, zakljucuje se da ¢e granice za p biti date
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sa: k/2—4L < p < k/2+4L. Odgovarajuta komponenta od interesa nalaziée se u regionu
[—4ko — 8L, — 4ko + 8L], dok je dobijeni broj odbiraka 2N — 1.
Korak 5: U cilju dobijanja rezultujute reprezentacije, neophodno je izracunati

konvoluciju:
PD(t,k) = Ry (t,p)Rpo(t,k —p). (5.45)
p

Pri racunanju prethodnog izraza, potrebno je naglasiti da je bitan redosljed sumanada
u konvoluciji, buduéi da su regioni od interesa za R,2(t,p) i Rys(t, k — p) razliciti. Kako
je za R,2(t,p) region od interesa u intervalu [—4ky — 8L, — 4ko+ 8L], a za R,s(t,k —
p) region odgovarajuce komponente je [16kg — 16L, 16kg + 16L|, to ¢e granice za p biti
dobijene eliminisanjem nepoznatog kg iz —4ky — 8L < p < —4ky + 8L i 16ky — 16L <
k—p < 16ko + 16L:

—k/3—[16L/3] <p < —k/3+[16L/3], (5.46)

gdje je sa [-] oznaceno zaokruzivanje na prvi veéi cio broj, kako ne bi doslo do ostecenja
odgovarajucih auto-clanova. Kako bi sa sigurnoscu tvrdili da su auto-clanovi potpuno
oCuvani, mogu se uzeti, dakle, sljede¢e granice: —k/3 — 6L < p < —k/3 + 6L.

Prethodni algoritam je izlozen wuz pretpostavku da se vrijednosti odbiraka
Tn1(n), xp1(n), Tp2(n) i xp(n) dobijaju diskretizacijom po promjenjivoj 7, pri ¢emu
nije razmatrano na koji nacin se ona vrsi. Prilikom rac¢unanja diskretne reprezentacije
PD(n,k), gdje je signal x(n) dobijen diskretizacijom promjenjive ¢ polaznog signala
x(t) u skladu sa teoremom o odabiranju, neophodne vrijednosti odbiraka koje se ne

nalaze na vremenskoj osi n, a odgovaraju analognim signalima z(t — %), z*(t+ §),

r*(t — {5) 1 2(t 4 {3) mogu se dobiti odgovarajucom interpolacijom - dodavanjem nula

u frekvencijskom domenu [1]-[4].

5.5.2 Rekurzivna realizacija uz primjenu ogranicenih

konvolucija

lako prethodno izlozeni algoritam omogucava znacajno smanjenje pojave
kros-komponenti pri racunanju diskretne reprezentacije PD(n,k), nije vodeno rac¢una
o njegovoj numerickoj slozenosti. Potreba za interpolacijom vrijednosti signala, koja
za tacke dobjene po promjenljivoj 7 podrazumijevaju preodabiranje 12 puta, negativno
utice na numericku kompleksnost izlozene procedure. Ovdje ¢e biti izlozen pristup
zasnovan na rekurzivnoj STFT (3.9) koja je predstavljena u tretoj glavi teze, koncepta
ogranicenih konvolucija iz prethodnog algoritma, uz dodatno koris¢enje rekurzivnog
pristupa zasnovanog na S-metodu u cilju redukcije potrebe za interpolacijom signala,
a time i uz znacajno smanjenje numericke slozenosti. Dodatno, racunanje zasnovano

na (3.9) omogucava rekurzivni pristup i u slucajevima kada se odbirci ne ra¢unaju u
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uzastopnim trenucima n, i ustedu u broju potrebnih operacija pod odredenim uslovima.

Analiza pristupa ¢e prvo biti obavljena za slu¢aj kontinualnih signala, u cilju
dodatnog pojasnjenja pristupa zasnovanog na konceptima S-metoda i uspostavljanja
veze sa prethodno opisanim algoritmom, a nakon toga ¢e biti izlozen novi algoritam za
proracun diskretne reprezentacije PD(n, k). I u ovom sluc¢aju podimo od definicije pseudo
forme reprezentacije PD(t,(2), za slucaj jedini¢nog pravougaonog prozora w(r) = 1,
—T/2 <7 <T/2, koja je data sljede¢im izrazom:

T/2
PD(t,Q) = / ot — %)a:*s(t . 17—2)3:8@ + %)az*(t + %)e‘jmdr (5.47)
—T/2

U cilju racunanja prethodnog izraza, prvo se mogu izracunati STFT!,(t,Q) =
FT{a*(t — 3)} i STFT,(t,Q) = FT{x(t + 3)}. Uz identi¢nu analizu kao u prethodnoj
sekciji pri ra¢unanju (5.32) i (5.34), uz istu pretpostavku o lokalizaciji komponenti signala,

redom se racunaju:

WDI(t,Q) = STFT(t,Q) v STFT,(t,Q)

Qr

1 QO w QO w
= — TFTO(t,— + —=)STFT',(t, — — — i 4

A S p2(t7 2 + ) )S n2(t7 9 2 )dw 1 (5 8)

—Qy
" (£, Q) = WDI(t,Q) %o WD (t, Q) (5.49)
v Q Q

1 , w , w

—2Q,

U skladu sa izlaganjem u prethodnoj sekciji za racunanje (5.34), odgovarajuéi region

od interesa je [4Qy — 2, 4 + 2€21]. Napomenimo da je

() = FT{a™(t = D)a’(t+ 1)}, (5.50)

Uvedimo sada transformaciju koja se ra¢una na sljede¢i nacin:

o0

—jQr
T (£,Q) = FT{a"™(t — %):U4(t+ %)} = /x*4(t - %)x‘*(t + %)e ar. (551)
Ona se moze preko R, (t, ) izraziti na sljedeci nacin:
1 o
(00 = o / " Q4 O)RT (L Q — ©)dO (5.52)
7r
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U cilju dokazivanja prethodnog tvrdenja, uvrstimo izraz (5.50) u (5.52):

1 TT T1 2 T2 2 T2
= t—— t+ )2t — D)t + =
%//x W20+ - a4 )

x ¢ I%m—) / e IOM7) 4O dr, dry

X 67N(T17T2)5(T1 + 72)dTdTs.

Kako se iz prethodnog zakljucuje da je 4 = —my, to prethodni izraz postaje:
T *4 T\ 4 T\ —j2r
"s(t,Q) = /x (t— g)m (t+ g)e BT dr. (5.53)

Uvodenjem smjene 7, = 27 u prethodni izraz, dobija se:

o0

"s(t,9) = / 4 (t — %)x4(t+ %)eﬁ'“ﬁdﬁ. (5.54)

—0o0

Uporedujuéi izraze (5.51) i (5.54), zakljucujemo da su identi¢ni, $to je i trebalo
pokazati. Slicno kao u S-metodu (2.62), uvedimo pravougaoni jedini¢ni frekvencijski

prozor:
oo

1
(D) = o / P(O)RA(1,Q + ©)RT:(1,Q — ©)dO (5.55)
Kako je region od interesa za R!,(t,(2) dat sa [4€2 — 2€Q1, 4 + 202 ], to &e rezultujuci

izraz, shodno dosadasnjoj analizi biti:

20,

r(E Q) = % / P(O)RTA(t,Q + O)RTi(t,Q — ©)do. (5.56)

—2Q7,

Napomenimo da region od interesa postaje [4y — 4€2,4Q0 + 4€;]. Slicna analiza

vazi 1 za raCunanje izraza:

T _ *8 _ l 8 l
Rxw(t,ﬂ) —FT{$ (t 12)ZL‘ (t+ 12)}
2Q7,
_ 2i P(O)RI(t, Q2+ O)RT3(t, Q2 — ©)dO, (5.57)
T
—2Q7,
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uz region od interesa [4Q — 80,40 + 8Qy] u kojem se nalazi posmatrana komponenta.

U cilju rac¢unanja jo§ jednog izraza potrebnog za realizaciju PD(t,2), definisanog sa:

SM?(t,Q) = FT{a(t — %)x*(t + %)} (5.58)
koristice se ve¢ izracunate transformacije STFT),(t,Q) = FT{z*(t—3)} i

STFT(t,Q) = FT{z(t + 3)}. Na osnovu formule za S-metod (2.62) i analize racunanja

RI's(t,Q), zakljucuje se da je tranformaciju datu sa:

SM(t,Q) = FT{a*(t — %)x(t + %)} (5.59)
moguce racunati kao:
Qr,
1
SM"(t,Q) = o / P(O©)STFT,(t,2+ ©)STFT;(t,2 — 0)de. (5.60)
—-Qy

Poredenjem (5.58) i (5.59) zakljucuje se da se transformacija SM/(¢,€2) dobija na
iz. SM"(t,€2) obrtanjem frekvencijske ose, odnosno, SM](t,2) = SM"(t,—). Iz tog
razloga, region od interesa je [—Qo — Q1,/2, —Qy + Q1./2].

Sada je pocetni izraz za PD(t,2) dat sljede¢om konvolucijom:

U diskretnom domenu, za signal x(n) dobijen odabiranjem signala x(t) u skladu sa
teoremom o odabiranju, pri ¢emu je pretpostavljena upotreba pravougaonog simetri¢nog
prozora w(n) duzine N odbiraka, algoritam obuhvata sljede¢e korake:

Korak 1: Interpolirati posmatrani dio signala obuhvaten prozorom u trenutku n
dodavanjem 2N nula u frekvencijskom domenu, u cilju dobijanja odbiraka signala, koji
odgovaraju vrijednostima signala za sve vrijednosti kasnjenja 7/3, koji su potrebne
za racunanje STEFT,(n, k) = DFT{x,(n)} 1 STFT,(n,k) = DFT{x,(n)}, gdje je
k obuhvata vrijednosti [-N/2, N/2 —1], dok z,(n) i z,(n) su diskretni signali koji
korespondiraju z*(t — %), ondnosno x(t + %). Izracunati STFT),(n,k) i STFT},(n,k)
koris¢enjem rekurzivne procedure (3.9). Posto je nova duzina signala obuhvaéenog
prozorom 3N, naglasimo da je za prorac¢une potrebno svega N odgovarajuc¢ih odbiraka.

Korak 2: Identicno Koraku 2 iz algoritma u prethodnoj sekciji, izracunati, koristeci

STFT racunate u Koraku 1, uz identi¢nu analizu i pretpostavke o lokalizaciji komponenti:
WDt k) =Y STFT},(n,p)STFTy(n,k — p), (5.62)
p

zak/2—L<p<k/2+L.
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a) PD(t,W) b) PD(t,W)

) 2y
B B
= = -~} / \ / \Q\ /,‘/ \\"\\ ,,/ \\ // \ ,;x/ \\\.
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c) PD(t,W) d) PD(t,W)
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i i
2 2

-1 -05 0 05 1
t[s

t[s

Slika 5.3: PD(t,Q2) signala iz primjera 5.4 racunata opisanim metodom ograni¢enih

konvolucija

Korak 3: Izracunati, ekvivalentno izrazu (5.41) iz Koraka 3 prethodnog algoritma:

" (n, k) = DFT{WD™*(n, k)} = Zp W D" (n,p)WD"(n, k — p) (5.63)

Dobijena  konvolucija ~ R],(n,k) ima komponente lokalizovane u  regionu

[4ko — AL, 4k + 4L).
Korak 4: Koristiti rekurzivnu proceduru za ra¢unanje diskretne forme izraza (5.55),

koja, imajuéi u vidu izraze (2.67) i (2.68) glasi:

Lyl

"s(n,k) = [RLa(n, k) +2Re | > Riu(n,k + i) Rii(n, k — i) (5.64)

i=1
Rls(n,k; Lg1) = Rls(n,k; Ly — 1) +2Re [RLa(n, k + i) Ri(n, k — )], 5.65)
(5.66)

ve (n,k50) = |Rpa(n k).

gdje je Lg1 cio broj, definisan kao u S-metodu, pa ¢emo za njega uzeti vrijednost Ly, = 4L

(polovina girine auto-¢lana, to jest regiona od interesa).
Korak 5: Sli¢no kao u Koraku 4, koristiti rekurzivnu proceduru za racunanje diskretne
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forme izraza (5.43):

R;lﬁ (n, k, Ldg) = R;lﬁ (TL, k, Ldg — ]_) + 2 Re [ ;8 (n, k + Z) ;8 (n, ]C — Z)] s (567)
Ri6(n, k; 0) = | Ris(n, k)|*. (5.68)

Korak 6: Izracunati rekurzivnim putem diskretnu formu izraza (5.59), u skladu sa
(2.67) i (2.68):

SM(n,k; Lq) = SM(n,k; Ly — 1) + 2Re [STFTy(n, k + i) STFT); (n, k — )], (5.69)

gdje je

SM(n, k;0) = |STFT,(n, k)* (5.70)
pri cemu se koristi STFT},(n,k) racunata u Koraku 1, gdje je Ly = L i predstavlja
girinu auto-clana. Nakon toga, treba uzeti frekvencijske odbirke u obrnutom redosljedu, u
cilju dobijanja SM"(n, k) = SM(n, —k) u skladu sa razmatranjem za slu¢aj kontinualnih
signala. Dobijeni region od interesa je [—ko — 2L, —ko + 2L].

Korak 7: Izracunati rezultuju¢u konvoluciju:
PD(n,k) =Y SM"(n,p)Rps(t.k — p). (5.71)
p

gdje se p nalazi u granicama, na osnovu razmatranja u (5.46): —k/3—6L < p < —k/3+6L.
Algoritam se moze koristiti za ra¢unanje u uzastopnim trenucima n, ili preskakanjem
[ odbiraka.
Primjer 5.4. Posmatraju se signali intervalu —1s < ¢ < 1s, odabrani sa periodom
odabiranja At = 0.002 gdje je koris¢en Hanning-ov prozor &irine 0.512s (N = 256
odbiraka).

e Monokomponentni slozeno-periodi¢éno modulisan FM signal:
xl(t) — ej50(cos(57rt)+50j sin(27rt)); (572)

e Dvokomponentni FM signal sastavljen od jedne sinusoidalno modulisane i jedne

linerano modulisane komponente:

T (t) — efj(20 sin(67t)—2007) . (573)

’

e Dvokomponentni signal sastavljen od jednog PPS signala treteg reda i jednog LFM

signala sa Gauss-ovom amplitudom:

$3<t) _ ejloofrttjzoom + 6710(t70.1)2€j207r(t+0.4)2; (5.74)
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e Petokomponentni signal sastavljen od 5 LFM signala sa Gauss-ovom amplitudom:

_ 2 4 _ _ 2 s _ _ 2 .
I5(t) —e 500(t+0.2) 6]4071’(75—1—0.2) +e 500(¢t—0.5) 6]20071'(75 0.5) +e 500(t+0.5) 6]200W(t+0.5)

+ 67500(t+0.5)267j2007r(t+0.5) + 67500(t70.5)2€j2007r(t+0.5). (5.75)

Dobijene reprezentacije PD(n, k) prikazane su na slici (5.3) a) - d), redom, racunate
za L. = 3. Primjer ilustruje postizanje veoma visoke koncentracije signala u TF
ravni. Nije uocljiva pojava unutrasnjih interferencija, kao ni pojava kros-clanova u
slu¢ajevima multikomponentnih signala (na slikama b) - d)). Ovdje treba napomenuti da

kros-komponente nastaju kada dolazi do presjeka auto-clanova ili njihove velike blizine.

Analiza numericke slozenosti predlozenog metoda realizacije

Cilj je dobiti numericku slozenost izraza (5.71), za posmatrani trenutak n. Slozenost
¢e biti procijenjena za slucaj racunanja reprezentacije u trenucima n sa razmakom [,
sto predstavlja opsti slucaj (za [ = 1 raCunanje se vr§i u uzastopnim trenucima).
Pretpostavljena je upotreba pravougaonog jedini¢nog prozora w(n). U Koraku 1
predlozenog algoritma neophodno je izvr§iti proracun dva STFT-a rekurzivnim putem,
¢ija slozenost, imajuéi u vidu (3.9) i (3.10) iznosi: Ty, = 2(2] + 3)N, gdje je [ korak
izmedu trenutaka n u kojima se proracun vrsi.

U drugom koraku potrebno je izracunati konvoluciju oblika (5.39). Kako se granice
za p kre¢u od —L do L (u pitanju je 2L + 1 vrijednosti), a posmatra se N frekvencijskih
tacaka, to je slozenost ovog koraka Tno, = 2NL + N. Nadalje, u nasoj analizi ¢emo
smatrati da su iz rezultujucih konvolucija uzeti iskljucivo frekvencijski odbirci od interesa
za proracun kranje reprezentacije, dakle, ukupno N odbiraka, dok su ostali odbirci
odbaceni. Konvolucija iz treteg koraka zahtijevace, zbog duplo vete Sirine regiona od
interesa, T3 = 4NL 4+ N operacija. U Koraku 4, slozenost rac¢unanja ‘R;4(n,k)‘2 u
izrazu (5.64) iznosi N (broj mnozenja R’,(n, k) i R (n, k) ), dok suma u istom izrazu ima
slozenost reda N L4, uz dodatnih N mnozenja konstantom 2. Dakle, ukupna numericka
slozenost Koraka 4 iznosi Tys = 2N + N L4 . Identicnom analizom dobija se slozenost
prorac¢una u koraku 5: Tns = 2N + NLg. Sliéno, uz Ly = L, numericka slozenost
proracuna u Koraku 6 iznosi: Thg = 2N 4+ NL. Konvolucija u Koraku 7 zahtijeva N
mnoZenja sumanada i njihovo sumiranje, u najgorem slucaju, imajuéi u vidu izraz (5.46).
Slozenost koraka 7, dakle, u najgorem sluc¢aju iznosi Ty7 = 12NL + N.

Rezultujuéa procjena slozenosti proracuna izraza (5.71), ne rac¢unajuéi interpolaciju

bice:

Tnpa = Tn1+Tno + Tz +Tya + Tns +Tve + T
=2(20 +3)N +19NL +9N + NLg + N Lgs. (5.76)
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Numericka slozenost interpolacije, koja u slucaju prozora §irine N, dodavanjem 2N

nula u frekvencijskom domenu, iznosi, na osnovu (5.1):
3 3
Ty = N(Slog,N = 1) + 2+ 3N(Jlog, 3N — 1), (5.77)

Posljednji ¢lan u prethodnom izrazu potice od IDFT frekvencijskih odbiraka sa
dodatnih 2N nula.

Ukupna slozenost predlozenog algoritma, uzimajuc¢i u obzir i interpolaciju iznosi:
Ty =Tnpa+Tin =220 +3)N + 19NL + 9N + NLgj + N Ly
3 3
+ N(glogQN —-1)+2+ 3N(§10g2 3N —1) (5.78)
Kako je teorijski najnepovoljniji sluc¢aj Ly = 4L i L4y = 8L, prethodni izraz postaje:

Ty = Twpa + Tin = 2(20 + 3)N + 3LNL + 9N

3 3
+ N(§log2N -1)+2+ 3N(§log2 3N —1) (5.79)

Ukoliko se reprezentacija PD(n, k) ra¢una pomocu predlozenog rekurzivnog algoritma,
ali uz koriséenje FFT algoritama u prvom koraku, slozenost se, koris¢enjem izraza (3.7)

moze procijeniti sljede¢im izrazom:
3
Tn =Tnpa + Tip = 2N(§log2N —1)+2+31NL+9N
3 3
+ N(§log2N -1 +2+ 3N(§log2 3N —1) (5.80)

Buduéi da izraz (5.79) linearno zavisi od slozenosti T, u odnosu na slozenost u
sluc¢aju proracuna PD(n, k) istim algoritmom, ali uz koris¢éenje FFT algoritama u Koraku
1 (5.80), usteda u broju operacija zavisi¢e direktno od ustede koju donosi rekurzivni izraz

(3.9), kada je zadovoljen uslov:

3
I < leogzN — 2. (5.81)

Slozenost nerekurzivnog pristupa (5.45) koja uklju¢uje proracun dvije dodatne

konvolucije i preodabiranje signala 12 puta, koriste¢i prethodnu analizu iznosi:
an = TN1 + TN2 + TN3 + TN4 + TN5 + TNG + TN7. (582)

Slozenost potrebne interpolacije, u skladu sa (5.77) iznosi:

3 3
Tint = N(§log2N - +2+ 12]\7(§log2 3N —1). (5.83)
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Dvije konvolucije (5.42) i (5.43) imaju slozenost:

Tns = 16NL + N. (5.85)

Koriste¢i uvrstavanjem izraza (5.83), (5.84) i (5.85) u (5.82) i koriste¢i prethodne
rezultate, i ¢injenicu da su potrebna 4 proracuna STEFT u (5.45), ukupna slozenost

nerekurzivnog pristupa iznosi:

Ty = 4N(glog2N —1)+4+44NL 46N

3 3
+ N(§log2N —-1)+2+ 12]\7(§log2 3N —1). (5.86)

Primgjer 5.5 Vrijeme izvrSavanja predlozenih algoritama, na ra¢unaru sa procesorom
Intel(R) Core(TM) i3-2330M sa 2.20GHz i 4GB RAM-a dato je u tabeli 5.1 za nekoliko
razlicitih koraka [. Vrijeme je racunato za signal duzine 2256 odbiraka, pri ¢emu je
koriscéen prozor duzine N = 256 odbiraka. Vrijeme izvrsavanja najvise zavisi od prorac¢una
konvolucija. Teorijski je ocekivano, na osnovu rezultata u tabeli 3.1 da do ustede u broju
operacija pri koris¢enju rekurzivne STFT u odnosu na slucaj kada se koristi FFT dode u
slucaju kada je [ < 4. Napomenimo je u dobijeno vrijeme izvrsavanja ukljuceno i vrijeme

potrebno za poziv pomoc¢nih funkcija pri racunanju algoritima.

Tabela 5.1: Vrijeme izvrSavanja proracuna reprezentacije PD(n, k) koris¢enjem ograni¢enih
konvolucija nerekurzivnim putem (prva vrsta); koris¢enjem metoda ograni¢enih
konvolucija rekurzivnim putem sa primjenom FFT algoritama za racunanje STFT
(druga vrsta) i koriséenjem algoritma sa primjenom rekurzivne STFT u prvom
koraku (tre¢a vrsta)

l 1 2 3 4 5 6
Nerekurzivni prorac¢un 56.64s 23.46s 16.52s 8.29s 5.06s 3.48s
Rek. proracun sa FFT 26.06s 11.57s 6.81s 4.23s 2.68s 1.65s
Rek. proracun sa RSTFT | 26.03s 11.51s 6.80s 4.24s 2.57s 1.76s
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Zakljucak

Vremensko-frekvencijska analiza je siroka i u istrazivackom smislu veoma atraktivna
oblast obrade signala. U okviru ove teze razmatrani su neki fundamentalni problemi
vremensko-frekvencijske analize: problem numericke implementacije reprezentacija
rekurzivnim putem, definisanje novih reprezentacija i jedan problem estimacije
parametara signala.

Veoma cesto se desava da je rezultate prora¢una reprezentacija neophodno dobiti u
najkratem mogucéem roku, naroc¢ito u aplikacijama u realnom vremenu. Sa druge strane,
efikasniji metodi prorac¢una uvijek su privlacili paznju istrazivaca jer razli¢ite numericke
provjere i eksperimenti, narocito ukoliko su veoma kompleksni mogu biti jednostavnije
i brze sprovedeni. Budu¢i da se STFT moze koristiti za realizaciju veoma siroke klase
vremensko-frekvencijskih reprezentacija, istrazivanje efikasnijih metoda njenog ra¢unanja
prosiruje mogucnosti primjene ove oblasti. Izveden je rekurzivni metod koji smanjuje
numericku slozenost STFT-a za slucaj kada se njen prora¢un vr$i u uzastopnim trenucima,
ili sa korakom izmedu trenutaka proraCuna, $to je Cest slucaj. IzvrSena je teorijska
analiza uslova u kojima navedni postupak unosi poboljsanje u odnosu na klasi¢ni proracun
primjenom FF'T algoritama.

Kao primjer primjene vremensko-frekvencijske analize predlozen je algoritam za
ra¢unanje periode micro-Doppler-a u radarskim signalima. Analiza parametara
micro-Doppler-a moze biti veoma znacajna u problematici identifikacije i klasifikacije
radarskih meta. U eksperimentima je koris¢ena STFT, a budu¢i da moze biti racunata
po predlozenom rekurzivnom postupku, i imaju¢i u vidu jednostavnost predlozenog
algoritma, namecu se mogucénosti primjene istog u realnim radarskim aplikacijama.

Nijedna postojeta vremensko-frekvencijska reprezentacija ne omogucava savrseno
preciznu procjenu parametara signala. FEstimacija je ¢esto narusena usljed pojave
kros-komponenti i lose koncentracije signala u TF ravni. Stoga je teorijski
veoma interesantno razmatrati moguénost poboljsanja koncentracije, i eliminisanja ili
smanjenja uticaja kros komponenti. Kao prilog rjesavanju problema koncentracije
predlozena je reprezentacija viseg reda koja u slucaju polinomijalno-faznih signala
do cetvrtog reda daje idealnu koncetraciju, §to je ¢ini veoma interesantnom sa
teorijskog stanovista. U tezi su dati primjeri koji potvrduju teorijska izlaganja, i koji

reprezentuju superiornost ove reprezentacije u pogledu koncentracije, u odnosu na STFT
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i Wigner-ovu distribuciju. Znacajno smanjenje pojave kros-komponenti ostvareno je
njenom realizacijom zasnovanom na konceptima S-metoda, dok je numericka slozenost
takve realizacije znacajno smanjena predlozenim rekurzivnim pristupom.

Sprovedena istrazivanja i ostvareni rezultati pokazali su da postoji dobra motivacija za
njihov nastavak, u cilju razvijanja tehnika i algoritama koji ¢e u razmatranom kontekstu

dovesti do daljih poboljsanja.
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