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REKONSTRUKCIJA ODBIRAKA SIGNALA KORIS CENJEM SPARSESIGNAL ANALIZE
SIGNAL RECONSTRUCTION BASED ON THE SPARSE SIGNAL ANALYSIS

MiloS Dakovi, Stefan Vujow, LjubiSa Stankow, Elektrotehnéki fakultet

Sadrzaj: U radu je analiziran uticaj oStenih odbiraka signala, na sparse domen istog. #ake
prikazana mogenost rekonstrukcije o&tenih odbiraka signala koji imaju sparse prezentadij
nekom od transformacionih domena. Rekonstrukcijarfena algoritmom Kkoji se zasniva na
metodi najbrzeg spustanja, pi€mu je su poznate pozicije a®rih odbiraka.

Abstract: This paper demonstrates influence of damaged siggraiples to sparse domain of the
same signal. Also, it demonstrates the possildlityeconstruction of damaged signal’'s samples,
when signal has sparse presentation in one of foangmtion domains. Reconstruction was
performed by algorithm which uses method of gradiéescent when we know position of
damaged samples.

1. UVOD 4
Sparse signal processirjg danas aktuelna tema u oblasti 27 Hh TWT Im Im mi
digitalne obrade signala. Prve radove na tesparse signal < 0 T ? ollllle ¢ T | Tb QT {
processinga dali su Donoho i Johnstone, davne 1990. god > ll ll ll ll ll l* l l 4’1 ll
[1,2]. -2t {
Za diskretni signak(n), s&injen odN odbiraka, kazemo _40 1'0 2'0 3'0 46 56 éo ?
da jeK-sparseu domendr, ako je u tom domenu &ajen od n
K nenultih elemenata, ptiemu jeK<<N. OperatorT vrSi 2r ' ' '
transformaciju iz jednog domenadens¢ u drugi, 15}
transformacioni domersparse =
< 1
X
X(K) =T 0] 1) 05}
L . . . 0 b)
Drugim rijecima, za signal kazemo da gparseu nekom -30 -20 -10 0 10 20 30
domenu, ako je u tom domenu predstavljen sa mnaggim k
brojem nenultih koeficijenata nego Sto je bio ¢aju sa Slika 1. Sinusoida: a) Vremenski domen - velikijbro
originalnim domenom (vremenski domen za audio ili koeficijenata; bDFT domen -sparsedomen

prostorni domen za video signale).
2. UTICAJ OSTE CENIH ODBIRAKA NA SPARSE

Jedan od izazova u obradparse signala predstavija DOMEN
pronalazenje domena u kojem je dati sigsplarse ili
priblizno sparse Kada kazemo priblizno sparse U oblasti digitalne obrade signat@st je sldaj da su
podrazumijevamo da se odbirci signala u transforom@en  pojedini  odbirci signala odteni ili da nedostaju. Do
domenu mogu podijeliti u dvije grupe u skladu séoyim  osteenja odbiraka signala moZe dloizmedu ostalog, zbog
amplitudama. Prva grupa predstavlja odbirke odrési@ sa Suma, greSke u mijerenju ili nekog deg razloga. Takie,
amplitudama v&im od 0, dok odbirci iz druge grupe uzimajumoze se desiti da vrijednosti amplituda nekih cabr
male vrijednosti koje u analizi mozemo zanema8t.tim u  kojima znamo pozicije nijesu dostupne iz nekogagal(npr.
vezi, razvijene su metode kojima mozemo utvrditilid@e  greska instrumenta koji detektuje signal, é8tge memorije
analizirani  signal sparse u posmatranom domenul. y kojoj je signal skladisten...). Situacija u kojopamo
Jednostavnim ispitivanjem amplitudaxX(k) moZemo osteene i/ili nedostajée odbirke predstavija problem u
zakljwiti da li se radi osparseprezentaciji signala. Ukoliko oblasti digitalne obrade signala, jer se dalja iaaal obrada
je broj nenultih koeficijenata znatno manji od ukog broja vrgj sa pogresnim ili nepotpunim informacijama.
koeficijenata, moZemo =zakljiti da se radi o sparse

prezentaciji signala. Povratak gparse domena u izvorni U ovom dijelu rada ispit®mo uticaj o3t&enih i
(dens¢ domen se moZze izvrsiti koé8njem inverznog nedostajéih odbiraka signala naparse (transformacioni)
operatora: domen. U daljem radu pod pojmom d&ei ¢cemo

podrazumijevati i nedostaja odbirke. Radi jednostavnosti, a
x(n) = T‘l[ X(R]. (2) ne gubei opstost, posmatrajmo sinusoidalni signal, qemu
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operator T predstavlja diskretnu Furijeovu transformaciju
(DFT). Ispitajmo ponaSanje usvojene mjere zacalujednog
oSteenog odbirka signal&oji se sastoji od tri sinusoidalne
Na slici 1 je prikazan signal u vremenskom komponente razlitih amplituda i frekvencija:
transformacionom domenu. U vremenskom domenu kigna
je s&injen od velikog broja nenultih odbiraka, dok j¢ ii x(n) = 2.5sin(2rf,nAt # 1.5cos(@ f, M\t 4
signal u DFT domenu izrazitosparse signal, séinjen od +0.4sin(27f,nAt )
svega dva (zbog negativnih frekvencija) nenultafikgenta. ' 3 '
Posmatrajmo Sta se deSava kada signalu ksjpgeseu DFT
domenu, ostetimo jedan, dva, sedam i na kraju birakh u pri cemu je f, =7, f, =24 i f =45, At=1/N. Broj
vremenskom domenu. Rezultati su prikazani na 8licVe  odbiraka signala jeN = 256. Ispitivali smo vrijednost mjere
nakon jednog ostenog odbirka WDFT domenu nema nultih za slgaj varijacije vrijednosti amplitude ogenog odbirka u
clanova. Kako broj ostenih odbiraka raste, sve je ¢@ opsegu [-10 10] sa korakom 0.01 &ha vrijednost o$tenoh
vrijednost koju uzimajuDFT koeficijenti, koji su za skBj odbirka je 4.2008, a odbirak se nalazi na pozinij 83.
sinusoide (bez odtenja) imali vrijednost nula. Ovaj porastkag sto se vidi na slici 3, za vrijednost paramepa1 |
vrijednosti koeficijenata mozemo ¢&it na slici 2. Tu —01i p=14 miera ie imala naimaniu vriednost
¢injenicuéemo iskoristiti u rekonstrukciji ostenih odbiraka. P o ' P a ) . J '_ J Jlf Vil u
slwéaju kada je oSteni odbirak uzeo vrijednost 4.20.

Minimum mjere je na slici ozen kruzéem. Obzirom na

(4)

2 2 - ; . : DL .
a) b) usvojeni stepen &mosti, ta vrijednost je najbliza daoj
15 15 vrijednosti.
2z <z
X x KoriS¢enja mjera zap =2 predstavljal, normu. U tom
0.5 0.5 sliaju se minimum mjere dobija kada je vrijednost
0 0 rekonstruisanog odbirka jednaka O . To se objagénjav
-20 0 20 -20 0 20 ¢injenicom da |, norma predstavlja energiju signala. Kao Sto
k k T ; e o ;
2 2 znamo energija signala je manja 3to je vrijednatirta
c) d) bliza 0.
15 15
= 1 = 1 U nastavku rada koiigna je mjera sgp =1.
x x
0.5 0.5 0 e
0 0 — s ——p=20
-20 0 20 -20 0 20 | |
k

k
T pAT

Slika 2. Spektar sinusoide sa @&eaim odbircima u 20
vremenskom domenu: a) 1 o&ai odbirak; b) 2 oStena
odbirka; c) 7 oSt&enih odbiraka; d) 15 ostenih odbiraka

Mijera

3. METOD REKONSTRUKCIJE

Ispitujuéi promjene usparsedomenu signala, nastale kao Vrijednost otecenog odbirka
posledica oStenja pojedinih odbiraka u izvornondensg
domenu, dosli smo do zakdka da se rekonstrukcija signala
kojem znamo pozicije oStenih odbiraka, moze vrSiti
analizirajii sparsedomen. Rekonstrukcijagemo vrSiti tako
Sto iz skupa svih mogih vrijednosti amplitude oSéenog
odbirka izaberemo onu za kaje signal u transformacionom 4. ALGORITAM REKONSTRUKCIJE METODOM
domenu biti “najvise” sparse odnosno imati najboliu =~ NAIJBRZEG SPUSTANJA
koncentraciju. Uvedimo mjeru koncentracije kéeisu u [8],

Slika 3. PonaSanje mjere za pretpostavljene vrgetin
odbirka, u slidaju jednog osteenog odbirka, za razite
vrijednosti parametrg .

U ovom dijelu radatemo objasniti algoritam koji ima za
p cii da rekonstruiSe nedostdégpi odbirke signala.
_1 Up Pretpostaviemo da imamo viSe o$tenih odbiraka ije
MX = N [zm X r)]| J ' ) pozicije znamo, kao i da je poznat domen u kojendgé
" signalsparse

) ) ) Posmatrajmo signal definisan sa (4). Ovaj signah im
pri ¢emu je p<2. Napomenimo da zgp=1 navedena .
. . . . . . sparse prezentaciju u DFT domenu [ O- DFT).
mjera predstavljal; normu, i jednaka je sumi apsolutnih o ) ©) - o L

Formirajmo sada signay*~’(n) koji na mjestima oStenih

odbiraka ima vrijednost 0, a na ostalim mjestimgegdnak
originalnom signalu (4). Pretpostavimo da je odbina

vrijednosti koeficijenata signalagparsedomenuClan 1/N
predstavlja skaliranje mjere, pfemu je N broj odbiraka
signala.
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trenutku n oteten, x(n) # )/O)Ui‘) . Dalje, sprovodiemo slici pod d) prikazana greSka rekonstruisanog $égréao Sto
se i vidi sa slike greSka je zanemarljivo mala.lilnin

analizu o3téenih odbiraka  signalay® (), gdje k realizacije algoritma, korééne su vrijednosti konstanti
predstavija broj iteracije. Za svaki o&ami odbirak, u 0O=21ia=3.
iteracijik (k= 0, 1, 2, ...,)formiramo dva signala:

4
(k) -
y“(m+A za n=n
WM =1" : ®)
v (n) za nz n 3r
g
[%]
) () - o 2
yw(n-A za n=
v Om=1 " ©® °
y ¥  zanzp A
gdje je A konstanta kojonzelimo ispitati da li oStni 0 . . .
odbirak signala y®(n) na poziciji n, treba povéati ili 0 20 40 60 80 100
) L . ) oL Broj iteracije
smanjiti. Zatim procijenimo izvod mjere za pozicijy po ) , )
N Slika 4. MSE rekonstruisanog signala
formuli:
8 ” §7 @
2A ’ ' ' ' ' '

5 - 4
pri ¢emu je mjeray definisana sa (3), za vrijednosp =1. g 0 WMW\N
Izvod mjere nam govori koliko je odbirak na podicij 5} ]
ostéen. Sto je vrijednost tog odbirka vise d&ea to je ‘ 1‘ 1‘ 2‘ 2‘ a)
vrijednost izvoda u toj tki veca. 0 >0 ?O ‘T’O ?O ?O

5 - 4

Identiéna procedura se sprovodi za svaki éSté odbirak.
Na taj nain formiramo vektorG duZine N (gradijent). Na < O
mjestima oStéenih odbiraka ovaj vektor ima vrijednost 5l ]
izratunatu po formuli (7), dok na ostalima mjestima : : : : o)
vrijednost postavimo na 0. 0 50 100 150 200 250
5

Imjuéi u vidu oblik krive sa slike 3, za <laj kada je

vrSiti u smjeru suprotnom od smjera izvoda émrgatog sa (7) -5 WMWWN

r(n)
o

p =1, zakljwdujemo da promjenu vrijednosti odbiraka treba

. Stoga se korekcija vrijednosti o&aih odbiraka vrSi : : : : — )
formulom: 0 50 100 150 200 250

(D) = () _ z

ymr=yr-arG ® x,

S

pri ¢emu je a konstanta od koje zavise performanse = -5
algoritma (brzina konvergencije i greska). Ponguiaovaj 0 =0 100 150 200 L)
postupak iterativno k( = 1, 2, ...) oSt&eni odbirci ¢e n

konvergirati ka tanim vrijednostima. PonaSanje srednje
kvadratne gresSke rekonstruisanog signala prikagana slici
4. Promjenama konstanty i A, kao Sto je vé reteno,
moZemo uticati na greSku, a samim tim i na perfoisea
samog algoritma.

Slika 5. Simulacija rekonstrukcije: a) Originaligsal; b)
Osteeni signal; c) Rekonstruisani signal d) Greska

Na slici 6 su prikazargparsedomeni (DFT) signala prije
i poslije primjene algoritma rekonstrukcije. Kao $e vidi na
slici pod a), za skaj oStéenog signala se ne mogu jasno
uociti svi koeficijenti koji pripadaju originalnom siglu.

VI . . Nakon rekonstrukcije, kao Sto se vidi na slici ggdsparse
Na slici 5 je predstavljen rezultat rekonstrukdjgnala koeficijenti se lako utavaju.

datog sa (4), péemu su pojedini odbirci istog bili ogeni.

Na slici_ ppd a) pri_kazan je originalni signal. le)jse__nalazi _ Performanse algoritma su testirane i u uslovimaldsj
oSteteni signal, pricemu su oSigne (nepoznate) vrijednosti gy ma pricemu je SNR=15dB. Rezultati su prikazani na slici
postavljene na 0. Osfeno je 200 odbiraka signala duzinéz nozemo primijetiti da je rekonstrukcija uspjedmeréena i

256. Primjenivsi ranije opisani algoritam doSli smo \, oyom slgaju. Gregka rekonstrukcije jecekivano véa
rekonstruisanog signala prikazanog na slici podick je na nego u sliaju bez Suma.

5. SIMULACIJE
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6. ZAKLJU CAK

100
U radu smo analizirali uticaj o$tenih odbiraka naparse
= domen signala. Pokazano je da se mjere koncemtrangu
s %0 o o koristiti pri rekonstrukcije oStenih odbiraka signala.
g ol A oS ; Predstavljen je iterativni algoritam, zasnovan netadu
-100 -50 0 50 100 najbrzeg spustanja, koji vrSi rekonstrukciju ©8tgh
400 : : k : : odbiraka, pod uslovom da znamo domen u kojem jé dat
signalsparse kao i pozicije oSt&enih odbiraka. Performanse
= algoritma ispitane su na primjeru signala kod kojeg
T 2007 I I 1 priblizno 80% odbiraka bilo o&teno.
i it b) Kao jedan od narednih koraka u unaiemgu pomenutog
-100 -50 0 50 100 algoritma, moglo bi se ispitati ponaSanje algoritthbazina
k konvergencije i gresSka) za ragte vrijednosti parametara
Slika 6.Sparsedomeni: a) OSteeni signal; b) Rekonstruisani i A, koje su u ovom radu odtene empirijski. Korigenje
signal neke druge mjere koncentracije signalaparsedomenu bi
takale u nekim slsajevima moglo dovesti do boljih
rezultata.
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